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O presente trabalho utiliza a incorporação do conceito 
de isoparametria no contexto das diferenças finitas energéticas, 
conferindo-lhes maior eficiência e versatilidade. Possibilita-se, 
assim, a abordagem de problemas complexos de flexão de placas com 
bordos curvos ou irregulares. 
O método proposto é basicamente uma extensão do conhe-
cido Método Energético de Diferenças Finitas, com o desenvolvimen 
to de um modelo flexível de discretização. A teoria é apresent~ 
da de uma forma especialmente adequada à implementação de um pr~ 
grama sistemático. 
Esse procedimento permite que as diferenças finitas se 
apresentem de forma mais flexível e programável, de tal foma que 
se considere praticamente alcançada a generalidade geométrica do 
método dos elementos finitos. 
Embora o procedimento exposto tenha amplo eanµ:> de apl~ 
caçao, o trabalho aqui descrito objetiva especificamente a anál~ 
se estática linear de placas delgadas submetidas a carregamentos 
transversais. Apresentam-se resultados de problemas sirrples adota-
dos = exemplos, pennitindo-se constatar a eficiência cb método. 
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This work presents the incorporation of the concept of 
isoparametry in energetic finite differences making them more 
powerful and versatile to tackle complex plate bending problems 
with curved or irregular boundaries. 
The proposed method is basically an extension of the 
known finite difference energy method with the improvement of 
flexible mesh discretization. The theory has been set down in 
such a way as to be particularly useful to a systematic prograrn 
implementation. 
This procedure puts the finite difference ideas into a 
more programable and flexible structure, so that the geometry 
generality of the finite element can be approached. 
Although this procedure has broaden applicability, the 
work described here deals specially with static linear elastic 
analysis of thin plates subjected to lateral loadings. Results 
from simple example problems are given and the effectiveness of 
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- coordenadas cartesianas ortogonais 
- deslocamento transversal da superfície média da 
placa 
- componentes de deslocamento 
- componentes de deformação em coordenadas carte-
sianas 
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- módulo de elasticidade longitudinal 
- coeficiente de Poisson 
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- espessura da placa 
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momentos fletores por unidade de comprimento nas 
faces de normais x e y, respectivamente 
- momento torçor por unidade de comprimento na fa 
ce de normal x 
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- derivada primeira de w em relação a n 
- derivada segunda de w em relação a n 
- energia potencial total da placa 
- energia de deformação da placa 
- energia associada as cargas externas 















- rigidez a flexio da placa 
- matriz de elasticidade representativa de mate-
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- matriz que relaciona as deformações generaliza-
das aos deslocamentos 
- energia ele deformação por unidade de area 
- energia de deforrração em um "elemento" 
- energia associada a carga externa sobre o "ele-
mente" 
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O rápido progresso das técnicas computacionais nos úl-
timos anos vem acarretando um enorme desenvolvimento na área de 
métodos numéricos. Conseqüentemente, problemas complexos com 
análises outrora consideradas impraticáveis, são atualmente solu 
cionados numericamente com sucesso e de forma rotineira. 
Pode-se considerar a existência de duas formas de apr~ 
xirnação no campo das soluções numéricas: técnicas variacionais, 
utilizadas juntamente com formulações de energia, e solução dire 
ta de equações diferenciais governantes. 
No contexto da aproximação variacional, insere-se o rné 
todo dos elementos finitos, consistindo na divisão do domínio em 
subdomínios e na consideração destes em conjunto. 
Em relação à aproximação diferencial direta, verifica-
se a existência de vários métodos numéricos. Por sua aplicação 
universal a problemas lineares e não lineares, destaca-se o méto 
do das diferenças finitas. 
Técnicas de diferenças finitas convencionais sao nor-
malmente aplicadas à discretização do domínio de equações diferen 
ciais, não só para aproximar-se diretamente o campo de variáveis, 
corno também na substituição de diferenciais por operadores ade-
quados. No entanto, tais técnicas apresentam, em geral, dificu! 
dades relativas à consideração de condições de contorno geométrl 
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case naturais, na análise de estruturas com contornos irregula-
res. Além disso, o método das diferenças finitas convencionais 
apresenta desvantagens no campo computacional, decorrentes da g~ 
ração de matrizes não simétricas. 
Verifica-se [ 1 J que uma diferença óbvia entre as téc 
nicas de diferenças finitas e o método dos elementos finitos re-
side na facilidade com que este último lida com domínios irregu-
lares. 
Sabe-se ser possível aproximar uma variedade de re-
giões assimilando seus contornos irregulares a polígonos retang~ 
lares, com a utilização de malhas quadradas de diferenças fini-
tas (Figura I.1). Apesar de se conseguir, neste caso, uma boa 
aproximação especialmente com o uso de malhas bem refinadas, peE 
manece o problema de tratamento de bordos curvos. 
O procedimento clássico abordado por COLLATZ [ 2 J , em 
1960, de se alterar a malha de diferenças finitas em nós interio 
res adjacentes aos bordos curvos (Figura I.2), é por demais labo 
rioso. Esta dificuldade se deve à necessária consideração de ca 
da um destes pontos nodais como um caso particular. 
Mais recentemente, diferenças finitas foram combinadas 
com a formulação de energia. Deste modo, derivadas de desloca-
mentos são substituídas por formas de diferenças finitas na ex-
pressao de energia potencial total, originando o procedimento d~ 
signado por método energético de diferenças finitas. Este méto-





(a) O cantamo curva te a correspondente contorna S de malha. 
1-+-t-t-++ '··.;t -t· 
( b) Aproximação de um contorno irregular por uma malha quadrada 
bem refinada. 
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{o) Molho quadrado discretizando uma região de bordo curvo. 
( b) Modelo de diferenças finitos utilizando no proximidade 
de um bordo curvo. 
Figuro I- 2 
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1928, e discutido por FORSYTHE e WASOW [4]. Cita-se também a 
sua introdução por HOUBOLT [s] no cálculo das flechas e momen-
tos fletores em vigas e placas, e por BUSHNELL [6] e BUSHNELL e 
ALMROTH [8] em vários tipos de estruturas. Mui tos esforços têm 
sido empreendidos em pesquisas deste gênero, incluindo-se, entre 
outros, os trabalho~ realizados por STEIN [9], HAVNER e STANTON 
!}o], BUDIANSKY 1}1] , JOHNSON 1}2], ALMROTH 1}3], NOOR l}{J , 
CHUANG l}s], SCHNOBRICH e PECKNOLD 1}6J. 
O método dos elementos finitos e o método energétioo de 
diferenças finitas estão proximamente relacionados, apresentando 
uma teoria relativamente abstrata (assim como no método dos ele-
mentos finitos, no método energético de diferenças finitas faz-se 
também necessária a introdução de conceitos de análise funcional 
e métodos variacionais na formulação de suas equações algébri-
cas), e possuindo as mesmas etapas para análise estrutural. Po-
de-se então afirmar que os dois métodos diferem basicamente na 
escolha de coordenadas generalizadas e na localização dos pontos 
nodais que discretizam a estrutura. 
Sendo a formulação variacional utilizada, somente de-
vem ser atendidas as condições de contorno geométricas dos pro-
blemas analisados pelo método energético de diferenças finitas. 
Este método apresenta ainda a característica de gerar matrizes 
simétricas e positivas definidas de forma eficiente. Uma de suas 
maiores vantagens sobre o método dos elementos finitos encontra-
se na economia de tempo computacional quando da formação de ma-
trizes de rigidez e de carga, principalmente em problemas bi-di 
mensionais. 
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Posteriormente, BURAGOHAIN [}. 7, 18, 19, 20] apresentou 
um procedimento especial denominado método da energia discretiza 
da, conservando as mesmas características do método energético de 
diferenças finitas. Todavia, esta nova técnica propõe a elimin~ 
çao dos pontos fictícios das malhas de diferenças finitas, atra-
ves da prescrição de graus de liberdade adicionais nos nós dos 
bordos. São criados elementos especiais para a discretização do 
contorno, reduzindo assim as desvantagens [7, 8] decorrentes da 
consideração de tais pontos nodais. 
A formulação do método da energia discretizada, bem co 
mo a do método energético de diferenças finitas, carece ainda da 
versatilidade que possui o método dos elementos finitos para di~ 
eretizar estruturas com contornos irregulares. As dificuldades 
associadas ã consideração destas estruturas no âmbito das dife-
renças finitas vêm impulsionando pesquisas no sentido de desen-
volver técnicas que permitam a utilização de malhas irregulares 
para análise destes casos. 
A idéia de gerarem-se malhas arbitrárias para diferen-
ças finitas não é recente, sendo realizados estudos anteriores 
Ql, 22] com base em expansões do teorema de Taylor e técnicas 
variacionais. Uma discussão sobre o problema foi apresentada 
COLLATZ, por exemplo, utilizando aproximação por série de 




qual sao examinadas as singularidades decorrentes deste proce-
dimento, bem como uma forma de evitá-las através da seleção cri-
teriosa de pontos nodais. Os pesquisadores adotaram naquele tr~ 
balho um modelo de nove nós (Figura I.3) para a discretização do 
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Fig. l · 3 - Molho irregular em um quarto de uma região quadrado e modelo 
de diferenças finitas. 
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Fig. I · 4 - Modelo flexível aplicado a uma região de bordo curvo. 
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coeficientes e sao obtidas derivadas mais precisas. Tal modelo 
possui a mesma estrutura do indicado anteriormente por FORSYTHE 
para a resolução de problemas de valor de contorno envolvendo de 
rivadas parciais em um espaço bi-dimensional. Através da resolu 
ção de quatro sistemas de equações lineares, e determinação da 
média destes resultados, são obtidos os coeficientes de diferen 
ças. 
Uma técnica diferente foi apresentada por CHU [24], utili 
zando uma transformação numérica (global) do plano físico para 
um sistema de coordenadas oblíquas no plano "lógico". são suge-
ridos modelos de estrutura triangular equilátera, sendo adotado 
um elemento hexagonal de sete pontos para os nós interiores, e 
elementos especiais de cinco pontos para os nós dos cantos. 
FREY [25], em 1977, propos Uill3. abordagem em que se combinam 
algumas características dos trabalhos de PERRONE, KAO e CHU. su 
gere-se a adoção de um modelo de discretização para diferenças 
finitas com a mesma estrutura retangular do utilizado por PERRO-
NE e KAO, porém tornando-o flexível (Figura I.4). De forma simi 
lar ao trabalho de CHU, utiliza-se uma transformação de coorden~ 
das para um plano de referência, evitando-se assim a inversão de 
sistemas lineares. Esta formulação difere da proposta por CHU, 
por apresentar uma transformação de caráter unicamente local, 
semelhantemente ao procedimento usual no método dos elementos f! 
nitos. Verifica-se que o modelo flexível aqui sugerido é análo-
go ao elemento finito isoparamétrico de nove nós, capaz de se 
adaptar a malhas arbitrárias. A introdução do conceito de iso-
parametria, proposto por ERGATOUDIS [26] no contexto das dife-
9 
renças finitas, possibilitou a inclusão de geometrias complexas 
no seu campo de aplicação. 
Estudos feitos por Ul1J [27, 28] em diferenças finitas con 
vencionais, utilizando coordenadas curvilíneas, apresentaram urna 
boa aproximação para expressões de derivadas em problemas de bor 
dos curvos ou irregulares. Além disso, o método das diferenças 
finitas curvilíneas . é capaz de acomodar facilmente a condição 
prescrita de derivada normal em bordos curvos, fazendo coincidir 
urna das coordenadas locais com a normal ao bordo. 
BARVE e DEY [29], em 1982, incorporaram elementos fi-
nitos isoparamétricos curvos na formulação de diferenças finitas 
ene~géticas, viabilizando sua aplicação a problemas de flexão de 
placas de formas irregulares. A aproximação apresentada é supe-
rior à formulação de equação diferencial estudada por LAU, por 
envolver termos diferenciais de ordem inferior e conduzir a um 
sistema simétrico de equações algébricas. 
Na COPPE/UFRJ têm sido desenvolvidos diversos traba-
lhos sobre a utilização do método de diferenças finitas a probl~ 
mas de placas e de estado plano. Dentre os mais recentes, ci~ 
se os de PLETZ [30], abordando a utilização do método da ener-
gia discretizada na flexão não linear de placas em forma de se-
tor circular, e OS· de WEYNE FILHO [31] e MILEK [32], estudando 
a aplicação de malhas arbitrárias de diferenças finitas a pr~ 
blemas de chapas. 
Com a finalidade de analisar problemas lineares de 
flexão de pl·acas com contornos irregulares, o presente trabalho 
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faz um estudo do método energético de diferenças finitas com a 
utilização de malhas curvilíneas. Na formulação apresentada in-
troduz-se o conceito de isoparametria, assim como no trabalho de 
BARVE e DEY. Porém, recorre-se a fórmulas de polinômios de La-
grange para mais facilmente representar tal isoparametria, da mes-
ma maneira que FREY em diferenças finitas convencionais. A apr~ 
ximação numérica apresentada ultrapassa os limites de aplicação 
das diferenças finitas convencionais e tem sua eficiência compa-
rável ao método dos elementos finitos, uma vez alcançada a gene-
ralidade geométrica deste último. Com o objetivo de estimar-se 
o desempenho e a versatilidade da presente formulação, são resol 
vidos alguns exemplos de placas isótropas com formas diversas e 
os resultados são comparados com as respectivas soluções analít~ 
case numéricas disponíveis. Conforme já se disse, o trabalho 
apresentado limita-se a pequenos deslocamentos transversais (so-
lução linear), porém esta limitação não é inerente ao método em 
si. Pode-se dizer que o procedimento apresentado possui um cam-
po de aplicabilidade consideravelmente amplo. 
t de se notar o novo caminho que se abre com as pesqu~ 
sas feitas no contexto das diferenças finitas nos últimos anos. 
Tal processo numérico lamentavelmente assistiu à diminuição de 
seu desenvolvimento e importância, face a expansão do método dos 
elementos finitos. Todavia, recentemente, as diferenças finitas 
vêm assimilando, com algumas vantagens, características de form~ 
lação e versatilidade próprias do método dos elementos finitos. 
A seguir sao descritos os assuntos abordados em cada 
um dos demais capítulos deste trabalho. 
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No Capítulo II é feito um resumo da teoria clássica de 
placas, apresentando expressões de deformações, tensões, esfor 
ços solicitantes e condições de contorno, em coordenadas carte-
sianas ortogonais. 
No Capítulo III apresenta-se sucintamente o método das 
diferenças finitas convencionais. 
No Capítulo IV sao desenvolvidos os fundamentos teóri-
cos básicos do método energético de diferenças finitas para a ana 
lise de flexão de placas linearmente elásticas, homogêneas e isó 
tropas. ~ introduzido o modelo flexível para a concepçao de ma-
lhas curvilíneas retangúlares na formulação referida. 
No Capítulo V é descrito o programa e suas principais 
características. são considerados procedimentos adotados na im-
plementação numérica da formulação estudada, cujas aplicações e~ 
centram-se no Capítulo VI. são apresentados exemplos de placas 
com formas irregulares, que se analisam e discutem com apresent~ 
çao de tabelas e gráficos. 
No Capítulo VII sao apresentadas as conclusões gerais 
e sugestões para novos estudos e continuidade do presente traba-
lho. 
Finalmente, no Apêndice, sao apresentados fluxogramas 
associados ao programa de computação desenvolvido. 
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CAPITULO II 
RESUMJ DA TEORIA CLÃSSICA DE PLACAS 
II.l - Considerações Gerais 
o desenvolvimento teórico que aqui se. apresenta refe-
re-se a problemas de elasticidade linear; isto é, admite-se que 
as tensões em um ponto sejam uma combinação linear das deforma-
ções associadas (Lei de Hooke generalizada) e que os deslocamen-
tos sejam pequenos em relação às dimensões globais da peça. 
No presente trabalho, a teoria clássica (simplificada) 
de placas é tomada como base para os desenvolvimentos. As hipót~ 
ses simplificativas nela introduzidas, permitem que os estados 
de deformação e tensão da placa sejam inteiramente descritos, atra 
vés do deslocamento transversal w de sua superfície média. 
~. então, importante que qualquer comparaçao dos resul 
tados obtidos pelo método energético de diferenças finitas seja 
feita com soluções obtidas pela teoria clássica de placas. 
A teoria de placas no regime de pequenos deslocamen-
tos [33] baseia-se . nas seguintes considerações, 
Kirchhoff e Love: 
atribuídas a 
1) o material da placa é perfeitamente elástico, hom2 
geneo e isótropo, obedecendo à Lei de Hooke gener~ 
lizada. Não atuam forças de massa; 
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2) a espessura da placa é constante e pequena em rel~ 
çao às outras dimensões, assim como os deslocamen-
tos transversais do plano médio (flechas) sao pe-
quenos quando comparados com a espessura; 
3) nao há deformação no plano médio durante a flexão, 
transformando-se o mesmo numa superfície neutra de 
fletida. Isto implica em dizer que o carregamento 
seja aplicado transversalmente, e que seja despre-
zado o aparecimento de esforços de membrana; 
4) a deformação é tal que, segumentos retos e normais 
ao plano médio indeformado permanecem retos, nor-
mais à superfície média e indeformados após a apl! 
cação das cargas. Verifica-se portanto que sao 
desprezadas as influências das componentes de .de-
formação E , y e y no estabelecimento da geom~ z xz yz 
tria deformada da placa; 
5) tensões normais na direção normal à placa sao con-
sideradas desprezíveis quando comparadas com as de 
mais.tensões normais. Essa hipótese não é verifi-
cada em regiões de cargas concentradas, proximida-
des de apoios, etc. 
Adotar-se-á um sistema de coordenadas cartesianas orto 
ganais na dedução das expressoes que se seguem. 
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II.2 - Campo de Deslocamentos 
Em conseqüência das hipóteses 2, 3 e 4 do item ante-
rior resulta o seguinte campo de deslocamentos proveniente da 









II. 3 - Relações Deformação - Deslocamento 
(II.l) 
Podem-se deduzir expressoes que relacionam as deforma-
çoes com os deslocamentos de um ponto genérico distante dez do 
plano médio. Tem-se assim, o seguinte campo de deformações: 
= 
= 
T = xy 
onde 
a 2 w 
w = XX ax 2 ' 
- z • w 
XX 
- z • w 
yy 




Verifica-se que as hipóteses simplificadoras introduz! 
das na teoria clássica de placas permitem obter estas defo:tlllaÇÕes 
com facilidade, urna vez conhecidas as curvaturas e torção na pl~ 
ca; sendo assim, adotar-se-á corno matriz de deformações (genera-
lizando-se o significado da palavra), a matriz f definida por 
E = 
- w l XX 
- w 
yy 
l- 2w xy 
1 
1 
II. 4 - Relação Tensão - Deformação 
(II.3) 
Utilizando-se a Lei de Hooke, componentes de tensão sao 
linearmente relacionadas às componentes de deformação. Conside-
rando-se neste trabalho o material da placa apresentando isotro-




l'xxl o o X 1 - \} 2 
E o = o E (II.4) y 
1 - \)2 1 - \} 2 
yy 
1 J ~xyJ T:Xy J L º o 
onde E, é o módulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e 
G o módulo de elasticidade transversal dado por 
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G = E (II.5) 
2 (1 + V) 
Através da substituição das relações deformação-desl~ 
camento (II.2) na expressao (II.4), obtêm-se as tensões em fun-
ção dos deslocamentos: 
E . z 
o = (w + VW ) X 1 - V 2 XX yy 
E . z 
o = (w + VW ) (II.6) y 1 - V 2 yy XX 
'[ = - 2G . z w xy xy 
II.5 - Expressões dos Esforços Resultantes 
As componentes do campo de tensões acima prestam-se, 
naturalmente, à determinação dos esforços (momentos fletores e 
torsores) por unidade de comprimento, associados a este campo: 
M y 
• z • dz = 
= (
2 
o y • z • dz = 
-h/2 
= r2 T • Z • dz = xy 
h/2 
E • h 3 
12(1-v2 ) 
E • h 3 
12(1-v2 ) 
2G • h 3 
12 
(w + w ) 
XX yy 
(w + w ) 
yy XX 
w xy 
sendo considerada constante a espessura h da placa. 
( II. 7) 
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Segue-se que às deformações (II.3) correspondem os mo-
mentos fletores e torçores, aqui determinados e denominados ten-
sões generalizadas Q3]. A equação, relacionando os esforços e 
deformações.é, na sua forma matricial, 
o = M y 
LN xy 
= D E (II.8) 
onde D é uma matriz de transformação associando as deformações 
elásticas E às tensões generalizadas o. A matriz D é represent~ 
tiva das propriedades do material do elemento, e no caso de iso-









\J o l 
1 o 
(1- <)/2 J 
(II.9) 
o 
Substituindo-se as expressoes (II.3) e (II.9) em (II. 7), 
18 
M í 1 o o - w l 
X 1 XX 1 
1 1 
E• h 2 
1 1 
M = 1 1 o 1 (II.10) 
1 
\) - w 
1 y 




M 1 o o (l-v)/2 - 2w 
xy 1 xy 1 
L J 
II.6 - Equação Diferencial de Flexão de Placas 
Considerando-se o equilíbrio do elemento de placa, sao 
obtidas as seguintes equações: 
- Equilíbrio de momentos em relação a x 
+ Q y = o 
- Equilíbrio de momentos em relaçao a y 
= o 
- Equilíbrio de forças na direção z 




onde fMx) = oMxy, etc., com Qx e Qy representando os esforços 
Y x ax 
cortantes nas faces de normais x e y, respectivamente, e q de-
signando a carga distribuída sobre a placa. 
19 
As equaçoes de equilíbrio acima juntamente com as rela 
çoes tensão generalizada - deslocamento (II.8) permitem se che-
gar à equação diferencial de placas (equação de Lagrange): 
w + 2 w + w xxxx xxyy yyyy 
= _s__ 
D 
A equaçao (II.14) pode ser reescrita na forma 
_g_ (equação bi-harrnônica). 
D 
II.7 - Condições de Contorno 
(II.14) 
(II.15) 
Urna solução completa para a equaçao que governa o pro-
blema de flexão de placas deve satisfazer simultâneamente a equ~ 
ção diferencial e as condições de contorno de um determinado pr2 
blema. 
Associadas à equaçao diferencial de 4~ ordem que gove~ 
ne a flexão de placas, duas condições de contorno, sejam em ter-
mos de deslocamentos ou de esforços, são exigidas em cada bordo. 
Na teoria clássica de placas, duas componentes de esforços sao 
consideradas: força cortante efetiva e momento fletor. Correspo~ 
dentemente, as componentes de deslocamento a serem utilizadas na 
formulação das condições de contorno são: translação vertical e 
rotação. 
são consideradas condições de contorno geométricas a-
quelas que se associam aos deslocarrentos prescritos. Por outro la-
do, condições estáticas de contorno são as que envolvem os esfor 
ços (momentos e forças cortantes efetivas). 
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Seguem-se as expressoes para as condições de contorno 
mais usuais: 
- bordo engastado 
w = w = o ,n 
- bordo simplesmente apoiado 
- bordo livre 
M = O n 





onde n representa a direção normal ao bordo e ta direção tange~ 
te ao mesmo. 
21 
CAP1TULO III 
MtTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS 
III.! - Conceituação 
Segundo LAPIDUS e PINDER [34] , o método das diferenças 
finitas consiste em uma técnica de aproximação pela qual o domí-
nio em que se tem interesse é representado por um oonjunto de Pº!! 
tos e os valores das derivadas de uma função nestes pontos sao 
estabelecidos utilizando-se expansões em série de Taylor. Tra-
ta-se de um método numérico, baseado na substituição das equa-
ções diferenciais pelas correspondentes equaçoes algébricas, r~ 
!acionando grandezas representativas do domínio nesses pontos. 
O domínio de solução da equaçao diferencial parcial e 
subdidivido por uma malha constituída por um núrrero finito de poE_ 
tos nodais. A derivada em cada ponto é então substituída por uma 
aproximação em diferenças finitas. 
Soluções numéricas em diferenças finitas de problemas 
de valor de contorno envolvendo equações diferenciais parciais 
em coordenadas bi-dimensionais são geralmente obtidas por meio 
de uma malha, utilizando-se operadores diferenciais com ordens 
de erro predeterminadas. Tais aproximações têm sido amplamente 
aplicadas em problemas em que o contorno coincide com as linhas 
paramétricas de superfície do sistema de coordenadas utilizado 
na análise. Conseqüentemente, desenvolveu-se uma série de oper~ 
dores diferenciais em vários sistemas de coordenadas, tais como 
cartesiano, oblíquo, triangular (equilátero ou não), polar, que 
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correspondem a formas regulares de interesse estrutural e nas 
aplicações gerais da mecânica do contínuo. SALVADOR! e BAOON [35] 
apresentam exemplos de diversos tipos de operadores com as suas 
respectivas ordens de erro. Cita-se a aplicação destes operado-
res a uma variedade de problemas estruturais envolvendo flambagem 
de vigas, placas e cascas, em estudos realizados por SALVADO-
RI [ 36 J. Outra aplicação de interesse estrutural foi apresen-
tada por JENSON [37], utilizando coordenadas triangulares nao 
equiláteras na análise de placas oblíquas. 
Apresentar-se-á a seguir o desenvolvimento de repre-
sentações em diferenças finitas convencionais em coordenadas caE 
tesianas uni - e - bi-dimensionais, recorrendo-se à notação ado-
tada em [34]. 
III.2 - Notação 
Considere-se primeiramente u (x) , sendo u uma função con 
tínua de variável independente x. Discretiza-se o domínio x (Fi 
gura III.1) em um conjunto de pontos nodais tais que 
u(x) 
r 
- u(rh) - u r 
, r-0,1,2, ... 
Substituindo-se x por rh, as coordenadas nodais podem r 
ser especificadas simplesmente pelo produto do inteiro r e o es-
paçamento de malha h (onde h é suposto constante). 
O inteiro r especifica a posição do nó ao longo doei-
xo de coordenadas x em relação aos dados apresentados, sendo g~ 
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ralmente r = O quando x = O. Se h é constante, u(rh) 
simplesmente representado por u. 
r 
pode ser 
No caso bi-dimensional (Figura III.2), a função u(x,y) 
pode ser especificada em qualquer nó como 
u (x , y ) 
r s 
- u ( rh, sk) - u r,s ,r=0,1,2, 
s = O, 1, 2, ••. 
O espaçamento na direção x é h e, na direção y,k. Os 
inteiros r e s referem-se à localização deu ao longo dos eixos 
coordenados x e y, respectivamente. 
Representações em diferenças finitas podem ser desen-
volvidas [34] utilizando-se expansões em série de Taylor, ou 
através de operadores lineares. Os erros associados as aproxim~ 
çoes em diferenças finitas são referidos ao truncamento 
rie. 
III.3 - Desenvolvimento 
III.3.1 - Expansão em Série de Taylor 
da sé-
Seja a expansao em série de Taylor de u (x) no ponto X : 
r 
u(x + h) r r 
h2 1 ' +-u +E._u + 
2! xxlr 3! xxx r 
(III. l) 
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u (x - h) = u (x ) - hu r r x 
h2 1 h3 1 +-u --u + 
2 , XX 3' XXXI 














r . r 
Obtém-se das equaçoes anteriores 
u(x +h) -u(x) 
h h r r u u 
h 2 ! 
XX 3! XXX r 
u(x) -u(x -h) h h2 1 r r 
uxxxl +- u - -
h 2! XX 3 ! r Jr 
Duas possíveis aproximações para 
u(x + h) - u(x) 
r r 
h 



















O erro associado à aproximação e caracterizado pelo 
primeiro termo da série truncada, ou seja: 
= O(h) , X :, S :, X h r r+. 
ou (III.7) 
X h:,/;:,X r- r 
e pode ser dito de ordem h, O(h), quando h + O. 
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Adicionando-se as expressoes (III.5) e (III.6), obtém-
se ainda para derivada primeira deu em x r 
= (III. 8) 
sendo o primeiro termo truncado 
u 
6 XXX Í; 
Subtraindo-se (III.4) de (III.3) e resolvendo-se para 
u , obtém-se 
XX r 
= 
u -r+l 2u + u 1 r r-
sendo o primeiro termo truncado 
u 
12 xxxx i; 
(III.9) 
Conclui-se que (III.9) é O(h 2 ). De forma semelhante, 
podem ser determinadas aproximações para derivadas de ordem mais 
elevada, gerando-se fórmulas mais complexas. Verifica-se, toda-
via, que tal procedimento pode tornar-se excessivamente laborio-
so. A aproximação por operadores (Tabela III.l) tem a vantagem 
de apresentar todas as formas de modo mais simples com resulta-
dos análogos aos obtidos com a série de Taylor. 
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Tab.III.l - Definição de operadores lineares de diferenças fini-
tas 
OPERADOR S!MBOLO REPRESENTAÇÃO DE DIFERENÇAS 
Diferenças Progressivas /:; /:;u = u - u r r+l r 
Diferenças Regressivas V Vu = u - u r r r-1 
ur+l u r-1 
Diferenças Centrais o ou = --- --r 2 2 
III.3.2 - Diferenças Finitas Ordinárias 
Derivadas de primeira ordem no ponto r (Figura III.l) 
sao representadas em diferenças finitas, utilizando-se operado-
res lineares e tornando-se intervalos bx = h. Seguem-se .expres-












lu(xr) u(rh) ,ur 
i f-f--f ponto nodol 1 
+----•~1-----l---•~-l -«~--l~----.~x O h 2h 3h 4h 5h rh 
Figuro ill.1 - Discretizoçõo de u=u (x) em diferenças finitos utilizando-se 
espaçamento de molho constante h. 
y 
1 
r? r,s +1 
k li 
r-1,s O>--------:.l h 
? r, s or+1,s 
.,_ __ --4:1---__ __...t.,J_> X e!, r,s-1 
Figuro ill. 2 - Molho de diferences finitos bi -dimensionais poro um 











Seja, agora, a derivada de segunda ordem expressa em 
diferenças finitas centrais: 
= 
/í(/íu) 
r = (III.13) 
Substituindo-se (III.10) e (III.11) em (III.13), sao de-
terminadas as diferenças finitas centrais de segunda ordem: 
/í 2 u = lm - tm r r r-1 
1 
= u - 2 u + u 1 = h 2 u 1 r+l r r- xx r 
(III.14) 
Expressões de aproximações em diferenças finitas ordi-
nárias são apresentadas na Tabela (III.2) juntamente com as res-
pectivas ordens de erro. 
III.3.3 - Diferenças Finitas Parciais 
No cálculo das diferenças finitas parciais de uma fun-
çao, em relação a qualquer das variáveis x e y, sao válidas as 
expressões vistas no item 3.2.3 referentes às diferenças finitas 
ordinárias. 
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.Íu -2u +2u -u 1 
L r+2 r+l r-1 r-2J 
1 






0 (h2 ) 
0 (h2 ) 
o (h') 
0 (h2 ) 
0 (h2 ) 
0 (h2 ) 
30 
Para obter-se a diferença finita mista em relação a x 
e y, calcula-se inicialmente a diferença em uma direção e depois 
a diferença da primeira diferença na outra direção. 
III.2: 





Obtém-se da Tabela (III. 2) uma representação em dife-
renças finitas para (III.15), como se segue: 
= 1 \u 
2h I y 
L 
r,s 
u I l + o (h 2 ). 
Y[r-1,s J (III.16) 
As derivadas em y podem agora ser aproximadas de forma 
análoga. Assim: 
u = 
lü -u -u +u :-1 
1 L~,ffl ~l,ffl ~l,rl ~l,r~ -----------------+O(h2 ) +O(k2 ). (III.17) 
xy r,s 2h 2k 
Sendo k eh iguais, a equaçao (III.17) pode ser rees-




1 Íu -u - u + u J + o (h2 ) xy - 2 L~l,stl ~l,ffl ~l,rl ~l,rl · r,s 4h (III.18) 
As aproximações em diferenças finitas mais usuais para 
as derivadas parciais são representadas na Tabela (III.3). 
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Tab.III.3 - Aproximações em diferenças finitas em duas variáveis 






















[ u - u J r+l,s r,s 
r 
L u - u J r,x r-1,s 
- u J r-1,s 
[- u + 4 u r+2,s r+l,s - 3 u J r,s 







[ u - 2 r+l,s 
u 
r,s 
+ u 1 
r-1,sj 
• [-u +16u -30u +16 u -u J r+2 ,s r+ l,s r ,s r-1,s r-2,s 









0 (h 2) 
--.• u +u +u +u -2u -O(h) 1 [ 2 
h4 r+l,s+l r-1,s+l r+l,s-1 r-1,s-l r+l,s 
-2u -2u -2u +4u J r-1,s r,s+l r,s-1 r,s 
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CAPfTULO IV 
APLICAÇÃO DE DIFERENÇAS FINITAS Ã ANÃLISE LINEAR DE 
PLACAS COM CONTORNO ARBITRÃRIO 
IV.! - Introdução 
O conhecimento que se tem da utilização do método va-
riacional no desenvolvimento de operadores diferenciais remonta 
a muitos anos atrás. Cita-se o trabalho clássico de COURANT, 
FRIEDRICHS e LEWY [ 3 J, no qual é adotado um procedimento va-
riacional na geração de expressões de diferenças finitas para ope 
radores harmônicos e bi-harmônicos. De acordo com os pesquisadQ 
res, equações em diferenças finitas para problemas elípticos, au 
to-adjuntos de valor de contorno podem ser formuladas através de 
um sistema simétrico, mediante uma função quadrática das variá-
veis dependentes. Entretanto, como já se disse anteriormente, 
apenas recentemente tem esta idéia recebido atenção significati-
va e aplicação [4 , por exemplo] . 
A formulação que aqui se desenvolve deve ser vista co 
mo uma extensão do método variacional, estabelecendo-se operado-
res para a análise de placas delgadas com contornos arbitrários. 
Introduz-se como inovação um esquema organizado de tratamento da 
geometria e cálculo da energia potencial [29] , particularmente 
adaptado a placas. 
Ã semelhança do método numérico de elementos finitos, 
este procedimento recorre à utilização de princípio variacional. 
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Entretanto, verificar-se-á em etapas seguintes que algumas de 
suas características, tais como escolha de variáveis discretas e 
o modo com que se avaliam as integrais, diferem daquelas relati-
vas a elementos finitos correspondentes. 
A sistematização desse método é feita mediante a intra 
dução do conceito de "elementos", e da montagem de matrizes a es 
tes relacionadas. Os termos destas matrizes são determinados em 
relação a um sistema de referência local, e posteriormente tran~ 
formados, de forma a poder-se usar um sistema de referência (gl~ 
bal) para todos os elementos. Desta forma, poder-se-ão formar ma 
trizes globais, assim como na formulação do método dos elementos 
finitos. 
Desde que derivadas podem ser expressas em termos de 
valores da função em pontos discretos, a aproximação por difereg 
ças finitas pode ser utilizada juntamente com equações de equilf 
brio ou com o funcional de energia. As derivadas dos deslocamen 
tos na expressão de energia .potencial total rr do sistema podem 
ser aproximadas por diferenças finitas nos pontos nodais da ma-
lha. Se é utilizada a aproximação por energia, sua densidade é 
determinada em cada ponto discreto, e a energia potencial total 
é obtida mediante integração numérica. 
A condição de mínimo de rr é utilizada para calcularem-
se os parâmetros incógnitos de deslocamento. Assim, o conjunto 
final de equações algébricas é obtido através da minimização do 
·funcional de energia em relação aos deslocamentos nodais da ma-
lha. Como a formulação variacional do problema é empregada, so-
mente as condições de contorno geométricas ou essenciais, corres 
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pondentes na mecânica estrutural aos deslocamentos e :rotações pres 
critos, necessitam ser atendidas. Diferentemente, as condições 
de contorno relativas aos momentos e forças prescritas, ditas na 
turais, são automaticamente satisfeitas. 
Um dos maiores méritos da aplicação de métodos varia-
cionais em problemas discretos decorre da geração de matrizes s~ 
métricas. Uma outra vantagem é a de que, por considerações fís~ 
cas da expressão de energia, as matrizes obtidas são positivas d~ 
finidas. Desnecessário é mencionar que a utilização de matrizes 
simétricas positivas definidas possibilita simplificações consi-
deráveis no processo de resolução numérica de equações simultâ-
neas. 
Com a utilização da energia potencial total, o proble-
ma de flexão de placas reduz-se à determinação da função de des-
locamento w de x e y, que atenda às condições geométricas forne-
cidas e torne um mínimo a integral que expressa esta energia. 
IV.2 - Energia Potencial da Placa 
O princípio da energia potencial total estabelece que, 
numa configuração de equilíbrio estável, a energia potencial 
total é um mínimo. Com base neste princípio, verifica-se que a 
energia total no caso de flexão de placas é obtida pela contri-
buição de uma parcela proveniente da deformação (flexão e torção), 
e de uma outra associada à posição das cargas atuantes no domí-
nio em questão e no seu contorno. 
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Considerando-se a teoria das placas delgadas [ 33 J, a 
expressao da energia potencial total de uma placa isótropa de re 
gião R pode ser expressa, para o caso de cargas transversais a-
penas no domínio, como 
ll=U+V = l Jf r D jw2 
2 JR L XX 
+ w2 
yy 
+ 2v w w 
XX yy 
+ 2(1 - , ) w~YJ dx dy - j L p w dx dy 
+ 
(IV .1) 
A expressao da energia de deformação U em notação ma-
tricial é obtida aplicando-se as deformações generalizadas (II.3), 
e suas relações (II.8) com os deslocamentos, na equação (IV.!). 
í - w l 1 XX 
1 
E = w 
1 
yy 






A matriz de elasticidade D, na expressao (II.8), é suposta repr~ 
sentativa das propriedades elásticas de materiais isótropos, con-












u 1 Jt STD s d.A. (IV. 3) = 2 - - -
A área elementar dA no plano xy, referida em (IV.2) e (IV.3), e 
dada por 
dA = dx dy . (IV. 4) 
Para fins de avaliação da energia potencial no presen-
te método, é necessária a consideração das três etapas a seguir: 
(1) utilização de um número finito de pontos discretos, atribuin 
do-lhes incógnitas de deslocamento transversal w; (2) a subdivi-
são do plano xy em I áreas Ai; (3) o desenvolvimento de esquemas 
de diferenças finitas para o cálculo das deformações em termos 
de incógnitas discretas. Por se apresentarem inter-relacionados, 
os itens descritos serão tratados posteriormente, em conjunto. 
O método aqui proposto baseia-se na utilização de uma 
malha formada por quadriláteros, não necessariamente uniformes. 
Todavia, este procedimento poderá ser generalizado, de forma a 
permitir-se a adoção de figuras não quadriláteras. Verifica-se, 
em exemplos, que o presente método é suficientemente flexível p~ 
ra tratamento de diversas formas de contorno. 
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A esta altura, considera-se simplesmente que um número 
total J de valores de deslocamento transversal seja atribuído a 
diversos pontos discretos, identificando-se cada um destes valo-
res por o. onde j = 1,2, ... ,J. Desta forma, tem-se o vetor o 
J 
representativo dos deslocamentos transversais, definido como 




o = (IV.5) 
1 
1 
L o. J 
As expressoes (IV.3) e (IV.5), permitem escrever a e-
quaçao (IV.l) na forma matricial 
Jl = U +V= 1 
2 Jt 
T 
E D E dA 
onde Q representa o vetor das forças externas. 
(IV.6) 
Objetiva-se a determinação das relações deformação ge-
neralizada - deslocamento em variáveis discretas, que correspon-
dam àquelas relações (II.3) aplicadas ao contínuo. Observa-se que 
o desenvolvimento dessas relações de variáveis discretas, a par-
tir das referidas ao contínuo, envotverá naturalmente algum es-
quema de interpolação e erro procedente de truncamento. Uma vez 
que a descrição do posicionamento e a seleção de pontos discretos 
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é feita posteriormente, e desde que esquemas diversos de diferen 
ças finitas podem ser utilizados, as relações procuradas serao 
também discutidas em outro item. Supõe-se, por agora, que estas 
sejam providas de erro de truncamento da ordem h ou h 2 , (h + O), 
e representadas na seguinte forma discreta: 
n = 1 ou 2 , (IV. 7) 
sendo L um operador diferencial de segunda ordem. 
Utilizando-se a equaçao (IV.7), pode-se reescrever a 
expressao (IV.6) como 
II = U + V = 1 
2 
n=lou2 (IV.8) 
Ressalte-se que devido a esparsidade da matriz~. ne-
nhuma redução cumulativa da ordem de erro ocorre na multiplica-
ção de matrizes quando substitui-se a equação (IV.7) em (IV.6). 
IV.3 - Minimização da Energia Potencia1 
Pretende-se a determinação. do vetor~ que minimize a 
energia potencial II (IV.6) e, ao mesmo tempo, atenda às restri-
ções introduzidas pelas condições geométricas de contorno. 
Citam-se, em geral, dois métodos de minimização da ener 
gia potencial II, quando estão envolvidas restrições: (1) redução 
do número de incógnitas em etapa que precede a minimização, e (2) 
utilização de multiplicadores de Lagrange [ 38, 39, 40]. Ado 
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tar-se-á a primeira proposição, face 
putacionais. 
as suas vantagens com-
Embora a descrição do processo de distribuição de pon-
tos discretos seja apresentada no item seguinte, expõe-se aqui o 
método de redução do número de incógnitas. Através da utilização 
de esquemas apropriados de interpolação, podem ser escritas rel~ 
ções algébricas representativas das condições de contorno geomé-
tricas em pontos situados no contorno. Tais relações algébricas 
sao expressas na seguinte·forma matricial: 
= n = 1 ou 2, (IV. 9) 
onde ~a e ~b sao formas particionadas do vetor de deslocamentos 








~ representa uma natriz cujos coeficientes dependem do esquema de interpol~ 
ção adotado e ré um vetcr associado às forças externas aplicadas ao pontes. 
A 
O número de elementos em o é simbolizado por J, sendo 
-a 
o número total de elementos em o previamente indicado por J. Co~ 
sequentemente, reduz-se o número de incógnitas de J para J, atr~ 
A 
vés da introdução de J - J restrições especificadas em equações. 
A equação (IV.9) é então utilizada para eliminar-se ~b da equação 
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matricial (IV. 8) . Obtém-se como resultado de tal eliminação, após 
algumas manipulações algébricas, a expressão seguinte: 
onde 
rr = rr (6 l + O(hn) 
o -a n = 1 ou 2 
rr (6 l = 
o -a l f j( ~~ (i_T D L) ~a dA - ~~ 9 
2 J R 
-
L = ~a + ~b G 
Q = 9a + 
(IV.11) 
~a' ~b' 9a e 9b sao formas particionadas de L e 9, respectivame~ 
te, como se mostra para L: 
L 
onde ~a contém J colunas, e ~b contém J - J colunas. 
Ressalte-se a existência de técnicas computacionais 
como a que é discutida no Capítulo V, que facilitam a considera-
ção computacional das referidas condições de contorno. 
Uma vez eliminadas as J - J incógnitas associadas às 
restrições, procede-se à minimização direta da quantidade rr ( 6 l o -a 
na equação (IV.11), diferenciando-a sucessivamente em·relação a 
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cada um dos J elementos, o., do vetor o . O conjunto resultante 
J -a 
de equações algébricas lineares é então obtido da condição 
o(U + V) =o(II)=O o 
que pode ser reescrita como 
1 a II 1 o ao 1 
a II a II o o o = = . 
ªº d02 -a 
a II 
L ao: J 
(IV.12) 
(IV.13) 
Reescrevendo-se estas expressoes em notação matricial, obtém-se 
JL 
-T L D L o 
-a 
dA - Q 
ou de forma mais condensada, 
~ ~a - Q = O 
sendo 
( ( 
K = J JR 
-T 
L D L dA • 




Naturalmente, aumentando-se o número de incógnitas re-
duz-se o valor h, e a solução discreta o converge para uma con-
-a 
tínua, com as propriedades analíticas supostas na derivação. Des-
ta forma, no limite h + O, a solução o representará sempre um 
-a 
valor mínimo da energia potencial total rr. Conclui-se, portan-
to, que a solução obtida no limite, sob as condições citadas, a~ 
derá também às equações de Euler associadas à en~rgia potencial 
no contínuo, expressa em (IV.l). TONG e PIAN [41] apresentaram 
observações análogas a respeito da convergência no método dos ele 
mentos finitos. Verifica-se que os fundamentos expostos da con-
vergência no método dos elementos finitos são similares àqueles 
próprios da resolução.de equações diferenciais pelo processo das 
diferenças finitas convencionais. De outra forma, pode-se afir-
mar que se no limite h + O a solução numérica aproxima uma solu-
çao que tenha as necessárias propriedades analíticas, então, nes 
te limite, a primeira atende à equação diferencial. 
Em decorrência da própria formulação variacional, con-
forme já se teve ocasião de mencionar,~ é uma matriz simétrica. 
Tal característica implica em significativas vantagens computa-
cionais, e pode ser constatada pela simples consideração da for-
ma transposta da equação (IV.16). 
Vale dizer que sob considerações físicas, a expressao 
da energia (IV.11) deve ser sempre positiva para toda estrutura 
adequadamente vinculada. Também é sabido que a forma quadrática 
obtida com os coeficientes de uma matriz positiva definida forn~ 
ce sempre um resultado positivo. Segue-se que pelas duas razões 
citadas, a matriz K também é positiva definida. 
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IV.4 - Nós, Ãreas e Esquemas de Diferenças Finitas 
Considere-se o plano infinito de uma região bi-dimensio 
nal sulxlividido :=or duas famílias de linhas paralelas, constituindo uma 
malha de estrutura retangular. Sejam as linhas desta malha defi 
midas por x = i; h e y = n h (i;, n = O, ± 1, ± 2, ••• ) , e considerem-
se os pontos localizados em suas interseções. Denominam-se nos 
da malha os pontos de interseção em R = R U C (sendo C o contor-
no), e designam-se por células os menores retângulos contornados 
por quatro segmentos de linha. 
Segundo FORSYTHE e WASOW [4], em uma malha de estrut~ 
ra retangular, derivadas primeiras e segundas de uma variável d~ 
pendente podem ser aproximadas em todos os pontos nodais, utili-
zando-se um modelo constituído de nove nos (Figura IV.l) 
e as fórmulas usuais de diferenças finitas. Para cada ponto de 
coordenadas nodais i, j, consideram-se outros oi to vizinhos 
i-1,j-l; i,j-1; i+l,j-1; i-1,j; i+l,j; i-1,j+l; i,j+l; i+l, 
j+l da malha formada por linhas horizontais e verticais, espa-
çadas com intervalos nao necessariamente iguais. As seis linhas 
referidas sao x = x .. - n. 
1
h, x = x .. , x = x .. + n.h e y = y .. -
1.,J J- 1.,J 1.,J J 1.,J 
i;. lh, y = y .. , y = y .. + i;.h. 
1.- 1.,J 1.,J 1. 
O modelo apresentado pode ser posicionado em qualquer 
nó da malha, e fórmulas de diferenças finitas são utilizadas pa-
ra construir-se uma equaçao algébrica genérica que represente uma 
equaçao diferencial parcial de segunda ordem no domínio em ques-
tão. 
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i+l,j-1 i + 1,j i+ 1,j+l 
• 
ih 1 
i,j-1 i, i i,j+ 1 • • ' 
~ i-1 h 1 
i-1,j-1 i-1,j i-1,j+l 
-----+ 
Fig. nz:-1 - Modelo de nove nós poro o molho retong11lor 
irregular. 
I 
- ' / 
" ,, 1 , 
, - -,, 
t+l,j-1 i + 1,j 




1 1 ' 
i j-1 t:i,j 
"" 
i,j+l ••• X 
\ l:S:S:' ' -1 1- i -. 1,j i -1,j + 1 .. , 
l ' 
Fig. nr. 2 - Elemento associado o um ponto nodal de uma 
malho irregular. 
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Como em geral nao se visualiza nenhum "elemento" defi-
nido, é de certa forma difícil intuir-se acerca de considerações 
físicas, no contexto das diferenças finitas convencionais. Entre 
tanto, para fins de sistematização do método energético de dife-
renças finitas, faz-se necessária a subdivisão em áreas da re-
gião sobre a qual se estende a integral dupla (IV.1), constitui~ 
do-se assim os "elementos". Toma-se aqui por "elerrento", o subdo 
mínio hachuriado na Figura IV.2, constituído por um quarto da 
área relativa a cada célula do modelo. o integrando da expres-
são (IV.l) é então avaliado somente em um ponto nodal dentro de 
cada "elemento". Sendo assim, a energia potencial total deste 
último é obtida pela multiplicação da densidade de energia ava-
liada no seu ponto central pela área elementar. Mediante uma re 
presentação global, são consideradas em conjunto as contribuições 
dos diversos elementos. 
A energia de deformação no caso de flexão de placas di 
vide-se em uma parcela devida a momentos fletores e expressa em 
diferenças finitas diretas e numa outra, em diferenças finitas 
cruzadas, proveniente de momentos de torção. Com a finalidade 
de se facilitar o estudo e implementação considera-se, neste tra 
balho, que as duas formas de energia de deformação (flexão e tor 
ção) sejam calculadas utilizando-se diferentes pontos do 
modelo. 
mesmo 
Observa-se que no modelo descrito, ao contrário dos ele 
mentos finitos, a localização de seus nós não é restrita ao sub-
domínio concebido como elemento. 
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De acordo com COLLATZ [ 2 J, as aproximações de deriva 
das por diferenças finitas centrais são substancialmente melho-
res do que as por diferenças progressivas e regressivas, não obs 
tante freqijentemente ocasionem alguma propagação de en:o. FORSYTHE 
e WASOW afirmam que a utilização de diferenças finitas centrais, 
em um modelo igualmente espaçado, implica na redução da ordem de 
erro de O(h) para O(h 2 ), (quando h + O). 
Constata-se que a existência de pontos nodais fora da 
região R considerada é necessária para a avaliação da energia de 
deformação por diferenças finitas centrais, em pontos situados no 
contorno. 
Com o propósito de discutirem-se aproximações de deri-
vadas por diferenças finitas em malhas de estruturas retangula-
res, serão descri tas algumas fórmulas apresentadas por KANTOROVICH 
e KRYLOV [42]. Ressalte-se que nao será abordada aqui a aplic~ 
çao destas em pontos adjacentes a um contorno irregular ou cur-
vo. A utilização do modelo flexível, que se apresenta no item 
seguinte, possibilita abrangerem-se todos os nós de uma maneira 
Única, evitando-se a consideração de casos específicos, como os 
apresentados, por exemplo, em [ 10, 43] . 
Supõe-se que u(i,j+l), u(i,j), etc., na Figura IV.1, 
representem os valores da função u(x,y) em i,j+l; i,j; etc. Se 
J·a h 1 = max (!;.h, !;. 1
h, 11. 
1
h, 11.h). Denomina-se M (I) (k=l,2, ... ) 
1 1- J- J -k 
o maior valor em módulo das derivadas de ordem k, no intervalo ou 
região considerada. 
47 
Considere-se I o intervalo aberto de i-1,j a i+l,j. Su 
poe-se aqui u, u eu contínuas no intervalo fechado I e, u 
X XX XXX 





i;. 1 J_- l;i 
= 
+ R' (i,j) = 
X 
ti+l,j - ui, j] 
= u.+l . + 
l;.h(i;. + i;. 1) J. ,J 
J. J. J.-
u. 1 . 
i- , J 
-1 
+ I; i i;. 1 i-
+ i; . 1) i-




R' (i,j) = 
X 
h2 l;J.. I; .. 
--=-__:ci_-c;c.l u ( À 
6 
XXX ' 
y. . ) ' 
J.' J 
x . . 
J.' J 
- i;i.-lh <À< x .. + i;.h. 
J.,J J. 








lu .. - u. 1 . 1 








Considerando-se l;.h = I;. 1h = h 1 1. 1.-
ux(i,j) 
u.+l . - u. 1 . = -~1.c....c:~r~J'--~~1.~---=~•J, '(' ') + Rx 1.,J ' (IV .20) 
onde 
Rx'(i,j) 1 hi uxxx (À, y .. ) - h1 <À< x. + h1. (IV. 21) = ' X. 6 1., J J., j J., j 
iRx' Ci,jl 1 ~ 
1 h2 M
3 
( I) • (IV.22) 
6 
1 
Sejam u, ux' u eu contínuas em I eu contí-xx XXX XXXX 
nua em I. Assim, 
= 2 
t. 1 . - u. 1 t· · -u. 1 ~ 1.+ ,J J.,JJ - 1.,J J.- ,J l;.h I;. lh l. J.-
(I;. + I;. 1> 
l. 1.-




u. 1 . J.- ,J 
+Rx"(i,j) = 
(IV.23) 
+ Rx" (i,j) 
i; . h2 
1. (I;. + I;. 1> l. i- I;. i;. lh2 l. J.- I;. lh i- (I;. + I;. 1> l. i-
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onde 
(I;. 1-1;. )h (1;~ 1-1;. I;. l+l;~)h2 1- l 1- l 1- l 
Rx"(i,j) ----- u=(i,j) -
3 
X . . - /; . lh < À < X . , + /; .h . 
1,J 1- l,J l 
Se h 1 ~ max (I;. 1h, l;.h), 1- l 
12 
IRx" (i,j) 1 ~ 1 h 1 M3 (I) + 1 hi M, (I) •. 
3 12 
Considerando-se l;.h = I;. 1h = h 1 , l 1-
u 1.+l,J' - 2 u .. + u. 1 . l,J 1- ,J 




u (i,j) = ~------------XX +Rx"(i,j), 
(IV.26) 
onde 
Rx" (i,j) = - --
12 
De outra forma, 
IRx" <i,jl 1 ~ 
h2 
l 





Os resultados fornecidos em (IV.22) e (IV.25) mostram 
a vantagem de se utilizarem malhas com intervalos iguais, quando 
então a ordem de erro das expressões reduz-se de O (h) para O (h 2). 
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Seguem-se fórmulas para derivadas em diferenças fini-
tas centrais, utilizando-se um modelo de nove nós constituído de 
linhas igualmente espaçadas (Figura N. 4). Corro já é sabido, tais expres-
sões são providas de termos de erro da forma CM3h2 e-C 1M4h
2 conforme repre-
sentem derivadas primeiras e segundas, respecti varrente. Seguindo-se a not~ 
ção da figura, escrevem-se em termos da função u definida sobre a malha: 
-2 
Gª uJ u = h - 2 U3 + XX 
-2 
G· - 2 U5 + U~ u = h yy 
-2 G9 1 u = h - U3 + u, - u'J (IV.29) xy 
-1 Gs - u~ u = h X 
-1 G6 - u~. u = h y 
A esta altura, já se pode indicar um esquema convenien 
te para relações algébricas de deslocamentos em pontos discretos 
sobre uma placa. A Figura IV.3 indica pontos com deslocamen-
tos transversais simbolizados por w, localizados nas interseções 
de linhas coordenadas de superfície unifomemente espaçadas. Cons 
titui-se, desta maneira, uma malha destinada à discretização de 
placas. Mediante a utilização do modelo proposto na Figura IV. 4, 
asseguram-se representações precisas em diferenças finitas cen-





o ponto nodal com um grou 
de !iberdod3 transversal w . 
& ponto P de coordenados 
(Xi,Y[). 
h: intervalo d3 molho 
quadrado. 
-ó---ó----()----()----()-----«> X 
Figura N.3-Molho de diferenças finitos poro discretizoção de placas. 
6 9 
o pontos nodais adjacentes. 
i:--2 8 & ponto de referência P. 
h 
~ área !!,.A associado ao 
ponto nodal central. 
_i__ 
t 4 7 
h 
1 
Figuro N. 4 - Ma de lo quadrado de nove nós. 
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IV.5 - Condições de Contorno 
Conforme já se mencionou, uma vez utilizada a formula-
çao variacional, somente são prescritas as condições de contor-
no geométricas, prescindindo-se de atender às naturais. são 
exigidos, para a solução de placas fracamente fletidas, dois pa-
râmetros geométricos definindo as condições de oontomo: uma tran.ê_ 
lação vertical e uma rotação em relação à tangente ao bordo. 
Prescreve-se a translação vertical, e as derivadas nas 
equaçoes de condições de contorno são substituídas por expres-
sões de diferenças finitas. As condições de contorno indicadas 
na Figura IV.5 são assim facilmente incorporadas. Ressalte-se 
que esta substituição só e possível considerando-se que o segme~ 
to km (Figura IV.6), que une o nó fictício m ao seu corresponde~ 
te k no domínio, coincida com a normal ao contorno C no ponto con 
siderado. Admite-se aqui tal situação, uma vez que o modelo fle-
xível a ser apresentado, permite que esta se verifique, sem que 
haja a necessidade de alterações. Desnecessário é dizer que, p~ 
ra isso, é importante o correto posicionamento dos pontos nodais. 
Os deslocamentos transversais em bordos simplesmente~ 
poiados ou engastados são igualados a zero pela eliminação das 
equações que lhes são relacionadas. 
Considera-se inicialmente a condição de rotação nula, 
que traduz uma condição geométrica característica do engaste fi-
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( c) ENGASTE DESLOCÁVEL 
(b) APOIO 
Figura N.5 - Representação dos condições de contorno em bordos retilíneos 
pelo método dos diferenças finitas 
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w no ponto de referência ( Jc, m) , supondo-se n a normal ao con-n 
torno. A equação que traduz tal condição é expressa em diferen-
ças finitas como 
-1 
(2h) e -w 1 L Jc+l,m Jc-1,mJ = o , (IV .30) 
de onde se obtém 
= (IV .31) 
Verifica-se que pontos fictícios podem ser eliminados 
através de considerações de simetria. Assim, embora estes sejam 
introduzidos para se expressarem as condições de contorno por d~ 
ferenças finitas centrais, nenhum deslocamento adicional é leva-
do em consideração. 
De forma similar pode ser tratada a condição de momen-
to nulo, no caso de bordos retilíneos s:irrpleSITe11te apoiados. Por represen-
tar uma condição de contorno natural, sabe-se ser desnecessário 
fornecê-la. Porém, neste caso, tal procedimento possibilita con 
sideráveis simplificações, como se pode verificar. Supõe-seta 
direção tangente ao bordo da placa, ena direção normal ao mes-
mo. Considera-se que o momento fletor J.\-i na direção normal seja 




= w + w = o Jc+l,m Jc-1,m (IV.32) 
S5 
e 
Fig. m: · 6- Discretizoçõo no contorno. 
e 
B 
Fig. llT. 7 - Modelo posicionado no conto do placa. Nós ficti'cios 
(A) e (C) e o correspondente no interno (B). 
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e assim 
= (IV. 33) 
No caso de bordo livre, os pontos fictícios sao reti-
dos. Os deslocamentos associados a estes pontos, são tomados co 
mo uma extensão imaginária da placa além dos limites do contor-
no [ 29 J. 
IV.6 - Considerações.Sobre os Nós dos Cantos da Malha 
Na falta de uma melhor maneira de referir os desloca-
mentos de nós virtuais dos cantos àqueles próprios de nós inter-
nos correspondentes, recorre-se a um artifício coerente. Imagi-
nando-se então os bordos prolongados, e utilizando-se condições 
de contorno, são estabelecidas de forma aproximada as relações 
seguintes (Figura IV.7): 
- dois bordos apoiados 
= 
- um bordo apoiado e outro engastado 
= - w B 
- um bordo livre e outro apoiado 
- w e 
(IV. 34) 
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- um bordo livre e outro engastado 
= 
IV.7 - Considerações Sobre Simetria 
A utilização apropriada da simetria estrutural e de 
carga pode trazer considerável economia de esforço computacional 
na análise de problemas de placas. são estudados neste trabalho 
dois processos de consideração de simetria, a saber: 
1) primeiramente, o processo análogo ao convencional~ 
presentado por ALLEN [ 44]. A placa é interceptada por n planos 
de simetria, e a carga transversal é simétrica em relação a es-
tes. Os referidos planos, não necessariamente ortogonais, divi-
dem a placa em n setores simétricos entre si. :E: então necessário 
discretizar-se apenas um destes setores. Como os contornos in-
terceptados pelas linhas de centro não consistem em bordos verda 
deiros, não existirão, neste caso, pontos fictícios. De acordo 
com ALLEN, faz-se necessária a modificação dos esquemas de dife-
renças finitas nas vizinhanças destas linhas, duplicando-se val~ 
res de incógnitas em determinados pontos nodais (Figura IV.8); 
2) agora, apresenta-se um processo alternativo no âmb! 
to das diferenças finitas energéticas. Permite-se a substitui-
ção da estrutura original por uma outra, consistindo de um dos 
setores simétricos que subdividem a primeira (Figura IV.9). Re-
corre-se, para isto, à utilização de engastes deslocáveis ao lon 
godos planos de simetria que delimitam esta nova estrutura. :E: 




® Pontos modais cujos valores 
dos incógnitos são multipli-
cados por 2. 
Fig. N.8- Modelos modificados em pontos vizinhos aos planos 
de simetria. 
(a) Es tru tu ro original 
( b) Estruturo substitu1o 
F g. I!Z". 9 - Consideração de uma estrutura substituta do original, 
mediante introdução de engastes deslocáveis ao longo dos 
planos de simetria. 
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condições de bordo prescritas. Todavia, a condição de rotação nu-
la em relação à tangente ao bordo é aqui representada por expre~ 
sões de diferenças finitas utilizando-se pontos fictícios. Os 
deslocamentos próprios destes pontos são facilmente assimilados 
aos internos correspondentes, conforme se expôs no item anterior. 
Verifica-se que os dois procedimentos se equivalem, n~ 
turalmente, em termos de considerações físicas de contorno. Toda 
via, ressalte-se que o cômputo da energia não é idêntico nos dois 
casos. No primeiro processo, o funcional é estabelecido de tal 
maneira que sao geradas equações idênticas àquelas obtidas sem a 
consideração de simetria. Entretanto no segundo caso, tais equ~ 
ções apresentam diferenças face a substituição a priori do mode-
lo estrutural por um outro equivalente. 
IV.8 - Definição do M::>delo Flexível 
IV.8.1 - Considerações Gerais 
FREY [25] sugere que o modelo para discretização de 
placas representado na Figura IV.4 seja flexível, de modo a 
ser utilizado para gerarem-se aproximações por diferenças fini-
tas em domínios irregulares. Objetiva-se, deste modo, uma confi 
guração de nós similar ao esquema anteriormente proposto, porém 
levemente distorcida. Torna-se possível, assim, a discretização 
de problemas de valor de contorno em regiões de bordos curvos ou 
irregulares, como se mostra na Figura I.4. 
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O modelo flexível é aplicado a cada nó da malha para 
gerarem-se equações em diferenças finitas representativas de equ~ 
ções diferenciais parciais e condições de contorno. De acordo 
com FREY, uma região local deve ser definida para cada nó, tomag 
do-o como ponto central da mesma. Com a finalidade de abranger~ 
se todo o contorno considerado, o sistema de coordenadas locais 
varia de região a região da placa. Todavia, observa o pesquisa-
dor, tais regiões podem ser associadas ao sistema de coordenadas 
globais através de relações de transformação de coordenadas. Ob 
tém-se desta forma a transformação do modelo quadrado .no plano 
de referência s,t para um curvilíneo no plano físico. 
Seja a região Rxy do plano x, y, convenientemente den2 
minada domínio físico. Considere-se uma transformação de coord~ 
nadas pela qual um elemento E, pertence a Rxy, é representado por 
um correspondente E' no plano de coordenadas locais s,t. Supõe-
se E' como sendo um elemento quadrado ou retangular, e sua ima-
gem física E um quadrilátero curvilíneo, como se mostra na Figu-
ra IV.10. 
A transformação é definida pelas funções 
X = x(s,t) , y = y(s,t) (IV .35) 
tendo como inversas 







DOMÍNIO FÍSICO DOMÍNIO LOCAL DE REFERÊNCIA 





-'< \ -__ -\;: _____ \ __ _ 
/ 1 1 
1 1 
X s 
Figuro IV.11 -Coordenadas curvil1neas para mudanças de variáveis. 
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Aqui, supoem-se as funções (IV.35) definidas numa re-
gião Rst do plano s,t, tendo derivadas contínuas nessa região. Os 
pontos x,y correspondentes pertencem à região Rxy do plano x,y, 
e admite-se que as funções inversas (IV .36) sejam definidas e con 
tínuas em Rxy, de sorte que a correspondência entre Rxy e Rst é 
bijetora como sugere a Figura IV.11. 
Supõe-se que a função u(x,y) seja contínua em Rxy, de 
modo que u G(s,t), y(s,t)J é contínua em Rst. Finalmente, ad-
mite-se que o Jacobiano J = a(x,y), a ser utilizado na transfor-
a (s,tl 
mação de coordenadas, seja ou sempre positivo em Rst ou sempre ne 
gativo em Rst. 
Pode-se considerar que as equaçoes (IV.35) introduzem 
coordenadas curvilíneas no plano x,y, como está sugerido na Fig~ 
ra IV .11. As retas s = constante e t = constante formam em Rxy 
um sistema de curvas, sendo natural empregá-las para dividir-se 
esta região em elementos curvilíneos. 
IV.8.2 - Funções de Forma Para.o Elemento Flexível 
Considere-se a região bi-dimensional formada por nove 
pontos nodais, como se mostra na Figura IV.12. Um sistema de 
coordenadas locais s,t é definido. A malha é formada por linhas 




Fig. TI!. 12 - Coordenadas nodais locais e globais e discretização. (ô): nó de referência, 
( •): nós adjacentes, ( xi, Yil : coordenadas globais, (Si, til: coordenadas 
locais. 
Admite-se ser possível definir urna função u, nesta região, 
por interpolação polinomial em temos de coordenadas s, t, como: 
onde a 1, a 2 , ... , a 9 sao coeficientes constantes. 
A equaçao (IV.37) pode ser escrita na forma 
a1 
a2 
u = [s ts t2s 1 J 
(IV .38) 
1 a9 L 
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onde 
s = ~ s 
Os parâmetros (a 1 , a 2 , ••. , a 9) na equaçao (IV.37) sao 
as coordenadas generalizadas. Tais coeficientes são determina-
dos utilizando-se valores da função nos nove pontos nodais (Fi-
gura IV.12), no sistema local s,t. f assim obtida a seguinte re 
lação matricial: 
r 1 t 1 S l 2 U1 
1 




= S2 t 2S2 
2 




L .". j 1 2 1 Sg t 9S 9 t 9 S9 J 




















Verifica-se na equaçao (IV.40) que coordenadas genera-
lizadas a são associadas a valores da função nos nove pontos no 
-p 
dais através da.matriz de transformação A. t,então, possível ob 
ter-se a relação inversa 
a 
-p = (IV .41) 
Introduzindo-se na equaçao (IV.38) o valor de a for-
-P 
necido em (IV.41), obtém-se 
sendo 
-1 




Em conseqtl.ência, as funções de forma em ooordenaàas s, t 
para o elemento, sendo 
u = N u - -p 
sao expressas como 
= [N1, N2, ••• , Ng J u -p (IV .44) 
(IV.45) 
A equaçao (IV.44) permite expressar-se o valor de uma 
função em um ponto da região da Figura IV.12, em termos deva-
lores da função nos nove pontos nodais. 
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t de se notar que a formulação apresentada para obten-
çao da matriz N e consideravelmente simples. Entretanto, tal de 
senvolvimento é bastante laborioso em termos práticos dada a ne-
cessidade de inverter-se a matriz A. Segundo ERGATOUDIS [ 26 J , 
é possível obterem-se expressões explícitas para as funções de 
-1 
forma N. (s,t), evitando-se assim a construção da matriz A 
]. 
Verifica-se, através de (IV.37), que a função u(s,t) 
é gerada pelo produto de duas bases uni-dimensionais, uma para 
cada coordenada de direção. Em virtude da dificuldade menciona-
da anteriormente, adotar-se-á uma base bi-dimensional diferente. 
Observa-se, através da equação (IV.40), a principal propriedade 
da função de interpolação: se a expressao é válida para todas as 
componentes de ~p' Nk é igual a 1 no ponto nodal k, e igual a ze 
ro nos demais nós. De acordo com LAPIDUS e PINDER [ 34 J , um mo 
do simples e sistemático de gerarem-se funções de forma de qua.!_ 
quer ordem é conseguido através do simples produto de polinômios 
apropriados em duas coordenadas. 
IV.8.3 - Modelo Isoparamétrico 
Sabe-se que no método dos elementos finitos é necessá·-
rio definir-se a variação das componentes de deslocamento em ter 
mos de valores discretos destas funções. são então normalmente 
utilizadas funções de forma adequadas em coordenadas locais. A 
maior parte dos conceitos envolvidos no procedimento aqui descri 
to foram anteriormente introduzidos de maneira apropriada às si-
tuações particulares focalizadas. Todavia, estes serão em parte 
repetidos neste item com o propósito de continuidade e compree!! 
sao. Segue-se o desenvolvimento de funções de forma que bem po~ 
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sam definir o modelo flexível. Estas serao apresentadas em uma 
linha análoga àquela abordada por ZIENKIEWICZ [45] no método dos 
elementos finitos. Considere-se o modelo retangular ele placa com 
(I x J) nos, representado na Figura IV .13. Os índices i e j 
(i = 1, ... , I; j = 1, ... , J) são coordenadas nodais, e s e t 
são coordenadas cartesianas no plano do elemento definido de tal 
modo que i =se j =tem cada no. Seja u(s,t) uma função cujas 
derivadas em um nó particularizado (t,m) sao termos u .. de valo-
l.J 
res da função u nos pontos nodais do modelo. 
Objetiva-se a determinação de uma função de forma para 
o nó de referência (t,m) indicado na Figura IV.13. Escolhe-se 
um polinómio de ordem I em s, e que tenha um valor unitário nos 
pontos onde i =te zero nos outros pontos nodais. Da mesma for 
ma, adota-se um polinômio de ordem J em t, com um valor unitário 
nos pontos em que se tem j =me zero nos demais. Polinômios com 
as propriedades mencionadas são conhecidos como polinômios de 
Lagrange, e o produto formado por estes fornece um valor unitá-
rio no ponto nodal particularizado [ 46 J. Obtém-se, assim, uma 
função de forma utilizando-se o produto de duas bases Lagrangi~ 
nas [ 34 J. 
Polinômios de Lagrange podem ser expressos na forma 
n (s - s 0 ) (s - si) (s - sk-l) (s - sk+l) (s - sn) 
ijJk (s) = ----------..:..:....;=-----'=-='------=- (IV.46) 
com um valor unitário em sk e passando por n pontos. Desta for-
ma, obtém-se para duas dimensões 
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t ( L,m) 
,-.... 
J o--+,-o./4---,o---ç--~-"'""'9 







Fig. DL 13 - Modelo retangular genérico. 
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J 
'I' ( t) 
m 
(IV.47) 
onde I e J indicam o número de nos em cada direção, e J/, e m as 
coordenadas nodais do ponto em consideração. 
~ conveniente representar-se u(s,t) na forma de produ-
çao de tensores 
I J 
u ( s 't) = I I 
i = 1 j = 1 
I 
u .. t/JJ.. (s) J. J 
J 
'I' . ( t) 
J 
(IV. 48) 
onde I e J indicam o número de subdivisões em cada direção da ma 




f s s,J -t/J. (s) = n 1 i = 1, • • • I I . (IV .49) l 
[si - svj V = 1 




J - tv 1 'I' . ( t) = n 
[tj 
j = 1, . . . , J . (IV.50) 
J 
- tv J V = 1 
V f j 
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t 
' ( L,m) 
j : 2 ..... ~~~~ ...... ~~~~ ..... 
2 
i I = 3 
s 
Fig. I'l.14 - Modelo isoporométri co de nove nos. 
O caso particular (Figura IV .14} em que se tem I = J = 3 
coincide com o modelo de nove nós proposto anteriormente. Tem-
se especial interesse neste caso, uma vez que suas relações in-
cluem as diferenças finitas centrais para malhas quadradas (tais 
diferenças, como já mencionado, conduzem a uma melhor aproxima-
ção de resultados, sendo aqui obtidas quando se tem o nó central 
(2 = 2, m = 2) como ponto de referência); 
tém-se 
u(s,t) = 





1jJ. ( s} 
l 
3 









1jJ • ( s) = TT (IV .52) l 
s. -v=l l 
l 
vfi 
3 3 t - t\) 1 
'11 • ( t) = TT 
l ti - t\) J 
(IV.53) 
J 
\) = 1 
\) f j 
Comparando-se a equaçao (IV.51) com a expressao (IV.44), 
qual seja, 
u = ~ ~p = [ N 1 , N 2 , ••• , N 9 J ~p 
ve-se que a primeira pode ser reescrita como 
u(s,t) 
sendo 











1 U! 1 
1 
U1 2 
U 1 3 
U21 
u = U22 -p 
U23 
U 3 1 
U3 2 
U33 
Derivadas da função no ponto nodal de referência ( í', ,m) 
sao obtidas diretamente através da diferenciação da expressao 




= I I u .. qií', qjm l.J 
i=l j = 1 
3 3 
[ussJl',,m 
= I I u .. qií', qjm l.J 




lut J l',,m 
= I I u .. qií', qjm l.J 
i=l j = 1 
3 3 
[uttjí',,m 
= l I u .. qií', qjm 1. J 
i=l j = 1 
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onde q, q e q sao arranjos definidos por 
i,,Q,=1,2,3 
3 3 
i,i=l,2,3 (IV .56) 
3 3 
qii - ijii (s,Q,) = '!' i (til i,i=l,2,3. 
As relações (IV.56) sao apresentadas na Tabela IV.l 
e utilizadas na geração de fórmulas de diferenças finitas. 
Tab.IV.l - qii' qit e qit para i,t = 1, 2, 3 




1 í 1 11 o o -1 1 1 










Seguem-se funções de forma (Figura IV.15) e suas deri-
vadas primeiras e segundas, para o elemento bi-dimensional de no 
ve nos representado na Figura IV.14. 
s - S2 s - S3 
1/J i ( S) = 
Si - S2 Si - S3 
s - Si s - S3 
1/J 2 ( S) = (IV .57) 
S2 - S1 S2 - S3 
s - S 1 s - S2 
1/J 3 (s) = 
S3 - Si S3 - S2 
t - t2 t - t3 
'jl i ( t) = 
ti - t2 ti - t3 
t - ti t - t3 
'jl 2 ( t) = (IV.58) 
t2 - ti t2 - t3 
t - ti t - t2 
'jl 3 ( t) = 





S3= + 1 
<f>1 {s) 
Figuro N. 15- Funções de formo poro um elemento bi-dimensionol 





t3 = + 1 
Figuro N.15- (cont.) 
'Pz ( s) 
q,I (t) 
76 
1jJ 1 (s ) 
(s 1 - s 2 ) (s 1 - s a ) 
2s - s 1 - s 3 
1jJ 2 (s) = (IV.59) 
(s 2 - s 1 ) (s 2 - s 3 ) 
2s - s 1 - s 2 
1jJ a (s ) = 
(s a - s 1 ) (5 a - 5 2 ) 
2t - t2 - t3 
1jJ l (t) = 
2t - t1 - t3 
1/!2 (t) = --------- (IV.60) 
1jJ 3 (t) = ---------
(ta - t1) 
.. 2 
1/! 1 (5) = ----------
(5 1 - 5 3 ) 
2 
1/!2 (s) = (IV .61) 
(52 - 5i) (52 - 53) 
2 
1jJ ,(5) = 
(51 - 52) (51 - 53) 
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2 
'!'1 {t) = 
2 
'!'2{t) = {IV. 62) 
{t2 - ti) {t2 - t3) 
.. 2 
'!'3 {t) = 
(t3 - t2) 
Levando s = s 2 e t = t 2 nas expressoes (IV.57) e {IV.62), 
sao determinados os valores das funções de forma e suas deriva-
das para o nó de referência (2 = m = 2). Ressalte-se que estes 
valores são idênticos aos fornecidos pela Tabela IV.l. 
Expressões das funções de coordenadas x, y e de deslo-
camento transversal w no ponto considerado são obtidas através 
da simples substituição deu por x, y e w na expressão {IV.51). 
Resultam: 
3 3 3 3 
x{s,t) = I I X •. 1jJ. ( s) '!' . ( t) l.J ]. J 
i = 1 j = 1 
{IV.63) 
3 3 3 3 
y{s,t) = I l yij 1jJ. { s) '!' . { t) ]. J 










1jJ • ( s) 
l 
3 




sendo 1/Ji (s) e 1jJ. (t) 
J 
fornecidas em (IV.52) e (IV.53), respectiva-
mente. 
As expressoes (IV.63) e (IV.64) podem ainda ser rees-








sendo x , y e w valores representativos das respectivas 
p p p 




J\': de se notar que o procedimento adotado, em que se pr2_ 
cura representar a geometria do elemento pelas mesmas funções de 
interpolação utilizadas quando da representação do campo de des-
locamentos, é idêntico ao conceito de isoparametria introduzido 
por ERGATOUDIS na formulação do método dos elementos finitos. 
IRONS [ 4 7] define a forma geral de tais elementos como um qua-
drilátero isoparamétrico. As expressões de funções de forma a-
presentadas são próprias da representação de elementos finitos 
Lagrangianos. FREY concebe o modelo que aqui se apresenta como 
um elemento capaz de se deformar em um isoparamétrico curvo (Fi-
gura IV.16). O modelo flexível proposto para a discretização de 
placas é, desta forma, tratado como o elemento finito isoparamé-
trico de nove nós (Figura IV .17) , apresentado em [ 45, 48] . 
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y 
3 6 9 
2 5 8 
1 4 7 
X 
Fig. Dl.16 - Modelo quadrilátero primitivo e modelo isoporometrico. 
IV .8.4 - Transformação de Derivadas Parciais para o Sistema de 
Coordenadas Curvilíneas 
Poder-se-ão expressar as derivadas de uma função u em 
um elemento da região Rxy (ux' uy, uxx' uyy' uxy), em termos de 
quantidades presumivelmente calculáveis em Rst (us' ut, uss' utt' 
X t 
s 
Cabe ressaltar que o processo de transformação destas 
derivadas envolve unicamente operações de diferenciação direta e 
algébricas. 
As derivadas de u(x,y) sao obtidas mediante utilização 
da regra de cadeia, o que acarreta: 
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t 
Fig. m.17 - Funções de formo poro um elemento quadrático 











As expressoes de derivadas parciais locais de primeira 
ordem sao fornecidas pela inversão do determinante Jacobiano J 
que, juntamente com suas derivadas em relação a s,t, sao as quag 
tidades básicas na transformação de coordenadas. 
Define-se J como 
X ys l s 1 
' ' J = (IV. 71) 







(IV.72) = J 
sy t y 
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O inverso do Jacobiano é normalmente obtido sem maio-
res problemas, desde que exista urna correspondência biunívoca en 
tre coordenadas locais e globais. 
J* = 
t 
O determinante de J e obtido na forma 
-, 
det J 1 = 
Diferenciando-se J* em relação a s,t, obtém-se 
(IV. 73) 
(IV. 74) 
As derivadas de s(x,y) e t(x,y) sao escritas em termos de 































t = xy 
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+ t X y st 
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Considere-se a forma de produto de tensores utilizada 
para definir-se uma transformação da malha retangular no plano lo 




X (s , t) = l I X .. ·r. < s) 't . ( t) l) ]_ J 
i = 1 j = 1 
3 3 
3 3 
y (s , t) = l l yij :;,. (s) ( . ( t) ]_ J 
i = 1 j = 1 
Verifica-se que derivadas primeiras e segundas de x,y 
em relação a s,t são obtidas das expressoes (IV.63) através da 
diferenciação de suas funções de forma. As expressoes para tais 
derivadas, referidas ao nó (i,m) indicado na Figura IV.14, po-
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dem ser desenvolvidas diretamente, substituindo-se nas equaçoes 








) X = X .. qit qjm + 
l s i'.,m l.J J i = 1 j = 1 
3 3 
1 
I I Q (h 2 ) X = X .. qil qjm + ss,.Q, l. J 
l 
J ,m 




1 I I Ü (h 2 ) l xt = x .. qil qjm + 
) l,m 
l. J 
i = 1 j = 1 
3 3 
1 ) 
I I 0 (h 2 ) X = X .. qi.Q, qjm + . tt' l.J ,l,m 
l J i = 1 j = 1 
3 3 
l 
I I Ü (h 
2
) Ys i = yij qi.1, qjm + 
l ) R-,m 
i = 1 j = 1 
3 3 




J i = 1 j = 1 
3 3 (IV.83) 
) 
= l I yij qit qjm + Q (h 
2
) ,Y t . 
l j"',m 
i = 1 j = 1 
3 3 




J i = 1 j = 1 
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Os arranjos q, q e q nas expressoes (IV.82) e (IV.83) 
sao definidos em (IV.56), e apresentados na Tabela (IV.l). 
Conhecidos os valores das derivadas x{s,t), y(s,t) e u{s,t) 
na região local, prossegue-se a determinação das derivadas par-





+ O(Yhh 2 ) 
lux 
= l b i U,. 
,, , m l X j ij tm 
J_ J 
j i = 1 j = 1 
3 3 
'uxx1 I l 
( 1 
= b 1 u .. + O(yhh2) . xx, "l J_ J 
l J t ,m 
i = 1 j = 1 
l / iJ m 
3 3 
' 1 i 1 
luy · l m 
= l L lb u .. + O(yhh2) {IV.84) 
l Yjijtm 
J_ J 




( ' + O(yhh2) u = b u .. YY)t m [ YY) ij lm l-J l , 
i = 1 j = 1 
3 3 
r 1 
l l ( b 1 + O(yhh2) [uxy 1, = u .. xy ijtm J_ J .l, m 
l J i = 1 j = 1 l J 
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sendo os coeficientes 
( 
b 1 s . . = qi.Q, qjm + t qil qjm X) ijlm X X 
l 
1 l ·b s . = qiQ, qjm + t qil qjm 
[ Y ijlm y y 
,b 1 S2 .. 2s t2 = qi,, qjm + t qil qjm + qil qjm + , XX:ij<m X X X X 
l J 
. . 
+ s qil qjm + t qil qjm XX XX 
(IV.85) 
1 1 .. t2 . b = s qil qjm + 2s t qi,, qjm + qil qjm + yy i j <m y y y y 
l J 
. 
+ syy qil qjm + t qil qjm yy 
( ) ( .. . 
b = s xsy qil qjm + l s t + t s qil qjm +t t qi Q, qjm + ' xy 
,ij<m X y X Y/ X y 
l , 
.. 
+ sxy qil qjm + t qil qjm xy 
As derivadas de s(x,y) e t(x,y) contidas nestas expre~ 
soes sao fornecidas em (IV.75) a (IV.81), mediante substituição 
das derivadas de x(s,t) e y(s,t) obtidas em (IV.82) e (IV.83). 
GORDON e HALL -49 estimam o erro de discret.ização de 
corrente da utilização do elemento isoparamétrico de Lagrange. 
De acordo com estes pesquisadores tal erro, associado a urna fun-
çao, é da ordem O(yh h 2 ), (h = rnax h. + 0). 
J 
O termo yh reflete 
a influência da distorção e j designa cada quadrilátero curvilí-
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neo. Uma vez que se utilizam esquemas de diferenças finitas cen 
trais para obterem-se as derivadas das funções de interpolação p~ 
linomial de Lagrange, não se altera, quando da diferenciação, a 
ordem de erro acima referida. 
IV.8.5 - Determinação das Deformações Generalizadas do Elemento 
~ necessário estabelecerem-se expressoes de derivadas 
segundas de w(x,y), uma vez que estas são fundamentais na deter-
minação das deformações generalizadas da placa, fornecidas por 
(II.3): 
--, 
- w 1 
XX 
E = - w 
' yy 
l - 2w xy ~ 
Derivadas segundas parciais de w (x, y) referidas ao nó 
( .l, m) da Figura IV .14 são obtidas substituindo-se u por w nas 




[bxx)ij.lm ,wxx J 
= I I W., + Ü (h 2 ) ]. J 
l ;, , m i=l j = 1 
1 3 3 í ) 
,w 1 = I l lb 1 w .. + Ü (h 
2
) (IV.86) 
l YYJ.l,m YYJij.lm 
]. J 
i = 1 j = 1 
( ) 3 3 
( b l ,wx 1 = l l w .. + Ü (h 2 ) 
l YJ .l,m L xy ij.lm 
]. J 
i=l j = 1 
com o comprirrento h do intervalo de malha aqui relacionado ao elerrento distar 
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cido e sendo os coeficientes (b ) , 
XX ij X.ffi 
necidos pelas expressões (IV.85). 
(b ) 
YY ij R.rn 
e (b ) 
xy ijR.rn 
for-
Pode-se então escrever, de acordo com (II.3) e (IV. 71), 
~W11l 
r 
wxx l lb='" 
l 1 W12 1 
(bx) 12 (bxx) 1 3 (bxx) 2 1 (bxx) 22 (bxx) 2 3 (bxx) 31 (bxx) 3 2 (bxx) 3 3 
1 
-
! W1 3 
1 
! W21 1 
1 
1 
w = (byy) 11 (byy) 12 (byy) l 3 (byy) 2 l 
yy 





-2 w ' (b~) 11 (b~) 12 (b' ) 13 (b' ) 21 (b 
1 
) 22 (b' )23 (b~) 3 l (b~)3, (b' ) 33 
1 
xy xy xy xy xy xy 





+ Ü (h 2 ) 
i, W3 31 
'- _J 
(IV.87) 
sendo (b' ) 
xy ij 
2 (b ) 
xy ij 
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A expressao (IV.87) pode ser expressa na forma compac-
ta 
r Wli l 
! W12 1 
1 w, 3 . 
W21 
W22 + (IV.88) 
W23 
W;:11 
i W3z 1 
L W33 J 
+ O(h 2 ). 
Considere-se a seguinte expressao dada em (IV.66): 
w (s, t) = N w , 
- -p 
N,1 N32 N33 · 
e w o vetor dos deslocamentos transversais associados aos nove 
-P 
pontos do modelo. 
As expressoes deformação generalizada - deslocamento p~ 
dem ser reescritas através de (IV.66), como 
E = (IV .89) 
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sendo L um operador diferencial, expresso em diferenças fi-
nitas. 
Comparando-se (IV.89) com (IV.88), identifica-se ime-
diatamente a matriz B referida ao ponto (,Q,,m). Segue-se que 




1- 2 l o N .. ]. J 
o2 N .. 
l.J 
ay' 




são desta forma calculadas as deformações generaliza-
das de um elemento de uma malha curvilínea, uma vez conhecidos 
os deslocamentos transversais associados aos pontos nodais. 
IV.8.6 - Determinação da Ãrea do Elemento Flexível 
A Figura IV.18a mostra uma malha curvilínea represe~ 
tada no sistema global de coordenadas x,y, utilizada na discreti 












CD®@© número do célula 
' ' ' retificado. 
ff$l óreo elementar /IA i. 
X 






X1 X2 X 
@ número de uma célula 
gemirica retificada. 
(b) Célula N retificada no sistema de coordenadas x, y. 
Figura rl. 1S 
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to de no central i, pertencente à malha, também representado na 
referida figura. A área do elemento flexível é determinada de 
modo aproximado no próprio sistema global de coordenadas, retif! 
cando-se o seu contorno, para efeito de simplificações. Obtém-se 
esta área a partir das contribuições daquelas quatro associadas 
às células que constituem o elemento. A area de uma célula N 
(Figura IV.18b), simbolizada por (~Ac)N, é avaliada de forma a-
proximada no sistema global. Utiliza-se, para isto, o rrétodo dos 
trapézios para aproximação de integrais. 
O valor aproximado da integral ao longo do intervalo 
(x 1 , x 4 ) definido na Figura IV.18b será a soma de todos os sub 
intervalos. A integral de cada subintervalo (xk - xk_1 ) é apro-
ximada pela área de um trapézio. 
O valor da área da célula N é, portanto 
4 
I (IV. 92) 
k = 1 
ou seja, 
+ (X3 - Xz) + 
2 2 
+ (X1 - X4) (IV.93) 
2 2 
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Somando-se um quarto da área de cada uma das quatro cé 
lulas que constituem o elemento, fica então determinada a area 
elementar l:iA 
l:iA = [ (l:iA ) + . (l:iA ) + (l:iA ) + c 1 c 2 c 3 
\ 
(l:iA ) 1 / 4 • c 4 
) 
(IV.94) 
IV.8.7 - Equações de Equilíbrio 
Feita a definição da malha que discretiza a placa, PQ 
de-se expressar, para os elementos, a energia potencial total em 
função dos deslocamentos nodais. 
No integrando da equaçao (IV.1) as derivadas sao subs-
tituídas por expressoes de diferenças finitas, permitindo assim 
que a energia de deformação por unidade de área se expresse em ter 
mos de deslocamentos dos pontos nodais do elemento (Figura IV.18a) caro 
u. 
l. 
F (W1, W2, ••• , Wg) (IV. 95) 
A função F representada acima se estende sobre toda a 
area elementar l:iAi situada em torno do ponto nodal i e represe~ 
tada esquematicamente na Figura IV.18a. 
Integrando-se a expressao (IV.95) sobre a area elemen-
tar, determina-se 
Ui= F (w,, W2, ••• , Wg) (IV.96) 
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O termo de carga Vi é expresso por 





sendo p. a carga transversal (média) distribuída sobre o elemen-
i 
to em questão. 
Somando-se tais expressoes para toda a região da pla-
ca, obtém-se 
I 
rr = l (IV.98) 
i = 1 
As expressoes (IV .6), (IV .11) e (IV .88) permitem que a erergia 
potencial total do elemento, em função dos deslocamentos no-












sendo q = p.A, com A passando a designar a área do elemento. 
l. 
Procede-se à eliminação dos deslocamentos prescritos da 
expressao (IV.100), conforme expôs-se em item anterior, através 








onde ~a e ~b sao formas particionadas do vetor de deslocamen-
tos oe, dado por 
í 
ºe l -a 
oe 
1 






Segue-se a expressao resultante: 
L 9e + o {h 2) , {IV.104) 
-B = B + ~b G -a 
Q = Qe + Qe G -a -b 
e B, Bb, Qe e Qe sao formas particionadas de B e Q respectiva-
-a - -a -b 
mente, como se mostra para B 
B = [~a l ~bj 
As equaçoes de equilíbrio sao obtidas da condição 
= o , {IV.105) 
donde 
-T - e B D B o dA 
- - -a 
-e 
Q = o {IV .106) 
De forma mais condensada, 
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-e 
Q = o , (IV .107) 
sendo 
(IV .108) 
Constata-se que as equaçoes obtidas utilizando-se o 
método energético de diferenças finitas são as mesmas equaçoes 
de equilíbrio geradas com o método dos elementos finitos com ba-
se na formulação de deslocamentos. Portanto, Ke pode ser defini 
da como a matriz de rigidez do elemento. 
A matriz de rigidez global e o vetor de carga global 
sao obtidos pelas contribuições de cada elemento, conforme o pr2 
cesso usual. 
(IV .109) 
As equaçoes globais de equilíbrio obtidas através da 
minimização do funcional de energia são escritas na seguinte for 
ma: 
K 6 = Q , (IV .110) 
onde 6 representa o vetor dos deslocamentos nodais da estrutura. 
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Os deslocamentos nodais da malha sao então determina-
dos na forma 
cS 
-1 
= K Q (IV.111) 
permitindo-se conhecer para cada elemento os respectivos vetores 
de deslocamentos nodais. 
IV.8.8 - Esforços Solicitantes no Elemento 
Os esforços solicitantes (momentos fletores e torsores) 
por .unidade de comprimento são avaliados nos elementos, através 
da expressão (II.10), como 










12 (1 - V) 2 1 
1 
M 
xy J o o (l-v)/2 l-2w L xy 
o.una forma 
cr = D E (II.11) 
S.ubstit.uindo-se a expressao (IV.88) em (II.11), obtém-
se 




V.l - Introdução 
Neste Capítulo sao consideradas algumas etapas envolvi 
das no desenvolvimento do programa elaborado com base nos funda-
mentos teóricos apresentados em capítulos anteriores. A imple-
mentação computacional aqui descrita é utilizada na análise li-
near de placas e foi desenvolvida em linguagem FORTRAN no compu-
tador Burroughs 6800, com 6 Mbytes de memória principal, do Nú-
cleo de Computação Eletrônica da UFRJ. Procurou-se otimizar o 
programa, viabilizando a sua aplicação em microcomputadores; pa-
ra isto lançou-se mão de técnicas adequadas e eficientes de eco-
nomia de memória e tempo de execução. Em particular, foram apro 
veitadas algumas idéias inerentes à estrutura do programa STAP 
(Static Analysis Program) para análises pelo método dos elemen-
tos finitos. O programa STAP foi implantado no computador IBM/ 
370 e desenvolvido no Instituto de Tecnologia de Massachussetts 
pelo Prof. Klaus-Jürgen Bathe [48] 
V.2 - Programação Automática 
f necessária a especificação das propriedades dos mate 
riais que constituem a placa a ser analisada. Considera-se nes-
te trabalho que a placa seja constituída por um só tipo de mate-
rial isótropo linear, sendo fornecidas as especificações relati-
vas ao módulo de Young E, e ao coeficiente de Poisson v caracte-
rísticos deste. 
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O programa gera uma malha curvilínea a partir de um es 
quema retangular através da determinação automática das coordena 
das dos pontos nodais e da conexão destes para a formação de el~ 
mentos. Adota-se o método da interpolação linear para obterem-
se as coordenadas dos pontos nodais. Este esquema simples con-
siste em fornecerem-se pontos extremos de uma linha e gerarem-se 
os nós interiores, sendo desta forma desnecessária a especifica-
ção de cada nó. Portanto, a interpolação linear envolve somente 
o fornecimento das coordenadas nodais e das coordenadas cartesia 
nas de pontos extremos. A diferença entre as coordenadas nodais 
destes pontos determina o número de divisões da linha. A dife-
rença entre as coordenadas cartesianas fornece o comprimento da 
linha que, dividido por aquele número, detennina inc:rementos iguais 
de linha reta. Estes incrementos, 6x e 6y, são adicionados às 
coordenadas cartesianas de pontos de coordenadas nodais de meno-
res valores, para obter-se o ponto intermediário mais próximo. 
Prossegue-se desta forma, até alcançar-se o Último ponto nodal 
da linha. Após a determinação de todos os pontos nodais da ma-
lha, inicia-se o processo de geração de elementos, a partir do 
ponto com coordenadas nodais de menores valores no contorno da 
estrutura. Este ponto de coordenadas (i,j) = (2,2) será consid~ 
rado como nó central do elemento de numeração 1, e a partirdes-
tas coordenadas é gerada a numeraçao que designa este nó e os ou 
tros oito que constituem o elemento. Os pontos nodais designa-
dos por (i-1, j-1) no 1, (i-1, j) no 2, (i-1, j+l) nó 3, (i, j-1) 
nó 4, ( i , j) nó 5 , ( i, j + 1) nó 6, ( i + 1, j-1) nó 7, ( i + 1, j ) nó 8, 
(i+l, j+l) nó 9, formam a incidência de cada elemento. Prosse-
gue-se a numeração dos pontos nodais e dos elementos, fixando-se 
o valor dei e incrementando-se o de j até que o último atinja o 
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seu maior valor na malha sobre a estrutura. Uma vez alcançado o 
máximo valor de j para o correspondente i, o nó central do próx! 
mo elemento é identificado acrescendo-se 1 ai. Então j é nova-
mente incrementado a partir de seu valor mínimo. Este procedi-
mento é repetido até serem atingidos os máximos valores das coar 
denadas i e j da malha que discretiza o domínio (fechado) da es-
trutura, quando então são gerados todos os elementos. 
Também sao geradas e armazenadas as áreas dos elemen-
tos que constituem a malha gerada automaticamente. 
O processo de especificação das condições de contorno 
está relacionado com o método adotado para armazenarem-se matri-
zes globais, como a de rigidez. Utiliza-se a técnica de elimina 
çao de linhas e colunas do sistema de equações algébricas corre~ 
pendentes aos deslocamentos nodais restringidos. As restrições 
nodais da placa são geradas a partir de informações relativas às 
condições de bordo, utilizando-se os códigos 1 (um) e O· (zero), 
representando, respectivamente, direção vinculada e direção li-
vre. Estes códigos de vinculação sao armazenados no vetor ID, de 
dimensão igual ao número total de nós da malha. Desta forma, o 
elemento (I) no vetor ID corresponde ao grau de liberdade dopo~ 
to nodal I. Os graus de liberdade ativos são definidos por ID(I) = 1. 
Uma vez definidos por zeros os deslocamentos transversais nove-
tor ID, pode ser determinada a numeração das equaçoes correspon-
dentes a estes graus de liberdade. O procedimento consiste em 
substituir-se cada zero contido no vetor ID por um número de equ~ 
çao, que cresce em módulo sucessivamente de 1 até o número total 
de equações. Ao mesmo tempo, os outros graus de liberdade assu-
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mem o valor zero. Verifica-se que o procedimento exposto impl! 
ca não só no fornecimento de informações acerca das restrições de 
contorno, como também apresenta uma forma de se montarem equa-
ções compactas. 
Também com o auxílio do vetor ID, procura-se suprimir 
os deslocamentos transversais incógnitos associados aos pontos 
fictícios externos aos bordos apoiados ou engastados. As equa-
ções correspondentes a estas incógnitas nodais a serem elimina-
das são referidas, no vetor ID, por um número de mesmo valor em 
módulo que os utilizados para as equações associadas a pontos in-
ternos de posições simétricas aos fictícios considerados. Porém, 
os números que identificam estas equações relacionadas aos pon-
tos externos são acrescidos de sinal - ou+, caso se trate de um 
bordo simplesmente apoiado ou engastado, respectivamente. A eli 
minação das incógnitas associadas a estes pontos externos é per-
mitida considerando-se alterações nas matrizes de rigidez dcs ele 
mentas que os englob_am. Desta forma, torna-se necessária a cons 
trução de um vetor LA para cada elemento, relacionando os deslo-
camentos dos nos que o constituem aos respectivos números que o 
representam no vetor ID. Nas matrizes de rigidez dos elementos, 
colunas associadas aos deslocamentos de pontos fictícios são so-
madas ou subtraídas àquelas relativas aos correspondentes pontos 
internos, conforme sejam positivos ou negativos, respectivamente, 
os números representativos dos pontos externos no vetor IA. O mes 
mo procedimento é adotado em relação às linhas, procurando-se des 
te modo manter a simetria destas matrizes. 
As matrizes de rigidez dos elementos sao armazenadas 
em um arranjo unidimensional G, pelo método da altura efetiva de 
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Coluna, com o auxílio de um vetor apontador que indica a posição, 
no vetor G, de um elemento da diagonal principal. Sendo assim, 
cada matriz de rigidez de elemento sy: pode ser armazenada em for 
ma compacta, com ordem igual ao número de graus de liberdade. Isto 
é conseguido com a criação de um vetor LM para cada elemento, r~ 
lacionando as incógnitas de graus de liberdade considerados aos 
correspondentes números de equaçoes. Importante é ressaltar que 
o vetor LM difere do vetor LA mencionado anteriormente, por apr~ 
sentar, referidas por zero, não só as incógnitas de deslocamentos 
restringidos, como também as próprias de pontos fictícios que p~ 
dem ser ignoradas. Verifica-se que o vetor LM é determinado pe-
los pontos nodais que constituem o elemento e pela numeração de-
signada a estes pontos. Informações para a formação deste vetor 
sao fornecidas pelo arranjo ID, numa etapa que precede a atribu! 
çao de números às incógnitas de deslocamentos de pontos externos 
a bordos apoiados ou engastados. Também através do vetor LM de 
cada elemento, são determinadas as alturas de colunas da matriz 
da estrutura. Objetivando-se aproveitar as características de si 
metria das matrizes de rigidez dos elementos gerados pelo método 
energético de diferenças finitas, somente são armazenados os coe 
ficientes pertencentes à parte triangular superior. Sendo esta-
belecidas as alturas de colunas da matriz, os coeficientes consi 
derados das matrizes SK sao então armazenados no vetor G. Cons-
troi-se também o vetor MAXA que armazena os endereços dos elemen 
tos da diagonal no vetor G. 
As forças nodais externas associadas aos graus de li-
berdade ativos devem ser fornecidas. Em problemas que apresen-
tam o carregamento uniformemente distribuído, o mesmo deve ser 
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convertido em forças nodais. Para este caso particular, o vetor 
das forças nodais é gerado automaticamente. 
Para a resolução do sistema de equaçoes algébricas li-
neares, utiliza-se o método de Gauss. 
Um vetor comum A é particionado para o annazenarrento dos 
arranjos de dados e globais tais como de rigidez, carga, etc. e~ 
da vetor tem seu dimensionamento ajustado ao tamanho exigido pa-
ra cada problema, através da utilização de um conjunto de indic~ 
dores no programa principal. Desta maneira, evita-se o desperdf 
cio de espaço de memória destinado ao armazenamento de dados, seg 
do uma quantidade máxima de espaço reservada ao armazenamento de 
vetores globais. Utilizando-se alocação dinâmica de IlE!lÓria, tor 
na-se possível o reaproveitamento de seus espaços nas diversas 
etapas do programa. Além disso, o programa testa os espaços de 
memória destinados a cada etapa de análise, imprimindo uma mensa 
gem de erro, caso estes sejam insuficientes. A capacidade total 
de memória do programa é controlada pela dimensão do vetor prin-
cipal, sendo definida no programa principal. 
O programa elaborado permite inclusive a consideração 
de bordos com diversas condições de contorno e casos de ortotro-
pia física. t também capaz de gerar malhas com espaçamentos ir-
regulares e admite a análise de associações de placas. 
são apresentados, no Apêndice, os fluxogramas relati-
vos ao programa. 
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O programa e modulado em subrotinas que sao caracteri-
zadas a seguir: 
/ . 
a) INPUT 
Subrotina que realiza a leitura das características elás 
ticas do material da placa. Gera dados relativos aos pontos no-
dais, e chama a subrotina responsável pela geraçao dos elementos 
da malha. Calcula o número de equações do sistema e numera os 
deslocamentos transversais livres, montando assim o arranjo ID. 
b) ELEMENT 
Subrotina que gera a incidência e área dos elementos; 
monta o vetor LM relativo a cada um destes, armazenando-os no ar 
quivo IELMNT. Chama a subrotina que calcula a altura efetiva da 
coluna associada a cada elemento. 
c) COLHT 
Subrotina que calcula as alturas efetivas de coluna. 
d) LOADS 
Subrotina que lê, gera e imprime dados de carregamento 
(cargas nodais), monta o vetor de carga para cada caso e o arma-
zena no arquivo ILOAD. 
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e) ADDRES 
Subrotina responsável pela·montagem do vetor apontador 
MAXA, após serem percorridos todos os elementos. Este vetor for 
nece a posição dos elementos da matriz de rigidez, armazenada p~ 
la técnica do perfil [48 J . 
f) CLEAR 
Subrotina que limpa um espaço de memória destinado ao 
armazenamento da matriz de rigidez da estrutura. 
g) ASSEM 
Subrotina que realiza a leitura do arquivo IELMNT e 
chama as outras responsáveis pela montagem das matrizes de rigi-
dez do elemento e da estrutura. 
h) RIGID 
Subrotina que monta a matriz elástica D e calcula a ma 
triz B que relaciona as deformações aos deslocamentos, armazena~ 
do-a no arquivo IARQ. Realiza ainda a montagem da matriz de ri-
gidez do elemento. 
i) REDUCT 
Subrotina responsável pela eliminação de deslocamentos 
associados aos nós fictícios através da adição ou subtração de 
linhas e colunas da matriz de rigidez do elemento. 
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j) ADDBAN 
Subrotina responsável pelo armazenamento da parte tria~ 
gular superior da matriz de rigidez do elemento em fo:rma unidimen 
sional, na matriz de rigidez global da estrutura. 
1) COLSOL 
Subrotina que resolve o sistema de equaçoes de equilí-
brio pelo método de Gauss, utilizando altura efetiva de coluna. 
m) LOADV 
Subrotina que lê o arquivo ILOAD para obtenção do ve-
tor de cargas. 
n) WRITE 
Subrotina que imprime os deslocamentos dos pontos no-
dais da estrutura. 
o) STRESS 
Subrotina que calcula e imprime os esforços solicitan-
tes no elemento. Nesta etapa o arquivo IARQ é lido para o cálcu 




VI.l - Introdução 
O presente capítulo tem o propósito de apresentar a apl:!, 
caçao da formulação descrita anteriormente a problemas de inte-
resse teórico e prátim, estimando-se sua credibilidade, versa ti-
l idade e eficiência. Procede-se à análise linear em coordenadas 
cartesianas de exemplos de placas isótropas com formas geométri-
cas retilíneas variadas e espessuras constantes. Pesquisa-se atr~ 
vés de tabelas e gráficos, a convergência dos resultados encon-
trados para deslocamentos transversais e momentos fletores, com 
parando-os com aqueles obtidos analiticamente ou por outro pro-
cesso numérico. Com a finalidade de aproveitar-se a geraçao de 
malhas de discretização oferecida pelo programa computacional, abor 
daram-se somente os casos de placas com bordos retilíneos, Toda 
via, a formulação apresentada permite a consideração de placas 
com bordos curvos. 
Uma vez que.os resultados conseguidos nos casos estud~ 
dos com o método apresentado se encontram em fase de cornprovaçao, 
é objetivo primordial deste trabalho compará-los com soluções ana 
líticas, sendo de interesse secundário a confrontação destes com 
outros provenientes de diferentes soluções numéricas. Dada adi 
ficuldade de obtenção de soluções analíticas em diversos proble-
mas de placas com geometrias irregulares, limitou-se a análise a 
exemplos considerados básicos e que bem caracterizem a aplicabi-
lidade do método. 
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VI . 2 - Exemplos 
VI.2.1 - Placa Quadrada Simplesmente Apoiada nos·Bordos e.Carre-
gada Uniformemente 
Analisou-se através do método energético de diferenças 
finitas (M.E.D.) com malhas arbitrárias uma placa.quadrada, sim 
plesmente apoiada nos bordos, solicitada por um carregamento dis 
tribuído q, utilizando-se diversas malhas. 
Não obstante sua forma geométrica regular, este caso 
foi tratado como básico inicial, possibilitando-se a comparaçao 
de seus resultados com os da placa esconsa apresentada posterioE 
mente. 
As propriedades físicas e geométricas da placa analisa 
da sao as seguintes: 
rigidez a flexão D= 
coeficiente de Poisson v 
comprimento do lado a 
(E: módulo de elasticidade; 
espessura da placa) 
h: 
Adotaram-se os valores 0,0 e 0,3 para coeficientes de Poisson v. 
Em virtude da simetria é desnecessário discretizar-se a 
placa inteira, porém incluiu-se este procedimento tendo em vista 
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a comparaçao .de seus resultados com os advindos das considerações 
de simetria. 
São apresentados resultados relativos à discretização 
da metade ou de apenas um quadrante da placa original, conforme 
se utilizem um ou dois planos de simetria, respectivamente. As 
Figuras VI.la e VI.lc mostram a consideração usual dos casos de 
simples e dupla simetria respectivamente, onde a placa é seccion~ 
da por planos. De outra maneira, recorre-se a estruturas subst! 
tutas da placa original, utilizando-se engastes deslocáveis ao 
longo de seus planos de simetria (Figuras VI.b e VI.d). Os pro-
cessos de consideração de simetria aqui referidos foram descri-
tos em capítulo anterior. 
A flecha máxima e os momentos fletores no centro da placa 
sao expressos respectivamente por 
w = a: si'.. 
D 
M = M = Sqa 2 • X y 
Os valores exatos das constantes multiplicadoras [33] 
e os obtidos aqui, bem como o número de graus de liberdade que 
caracteriza a malha adotada, apresentam-se em tabelas e gráficos 
descritos a seguir. 
a) Tabelas: 
Tabela VI .1 - fornece os valores das constantes a: e 6 
para a flecha máxima e para os momentos fletores máximos na pla-






a -·- - ·-'-· --'·~-·- .. ~1-1 .. 
A ----X A 1 
1 
ENGASTE I [ 




-- L ____________ .J 
a 















(c) Duplo simetria por secciona-
mento da placa. 
a/2 
a 
(b) Simetria simples com utilização de 
engaste deslocável. 
a/2 , l 1 
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(d) Duplo simetria com utilizocão 
à! engastes deslocciveis. · 
Figura 12!. 1 
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Tabela VI.2 - fornece os valores da constante a para a 
flecha máxima considerando-se metade da placa original (simetria 
simples) . 
Tabela VI.3 - fornece os valores da constante a para a 
flecha máxima considerando-se um quadrante da placa original (d~ 
pla simetria). 
b) Gráficos: 
Gráfico VI.! - representa os valores da constante a no 
ponto central A da placa. 
Gráfico VI.2 - representa os valores da constante S no 
ponto central A da placa. 
Gráfico VI.3 - representa os valores da constante a no 
ponto A para a metade da placa original. 
Gráfico VI.4 - representa os valores da constante a no 
ponto A para um quadrante da placa original. 
VI.2.2 Placa Quadrada SimplesmenteApoiada .. nos Bordos e Car-
regada no Centro 
Estudou-se o caso de uma placa quadrada simplesmente~ 
poiada nos bordos, solicitada por uma carga concentrada no seu 
centro. 
As características físicas e geométricas adotadas para 
esta estrutura são as mesmas apresentadas no item anterior. 
Utilizando-se a solução em série de Navier [33] para 
a expressão do deslocamento transversal, verifica-se que suas de 
Tab.VI.1 - Valores das constantes "ex" e "S" para deslocamento transversal e momentos fletores em 
uma placa quadrada simplesmente apoiada e carregada uniformemente 
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL w = (X ~ MOMENTO FLETOR M = M = S qa 2 D X y 
NOMERO (X s 
MALHA DE 
G.D.L. V = 0,0 V = 0,3 V = 0,0 V = 0,3 
(X % ERRO (X % ERRO s % ERRO s % ERRO 
2 X 2 25 0,00625 53,9 0,00530 30,4 0,0500 35,5 0,0551 15,0 
4 X 4 49 0,00465 14,4 0,00444 9,4 0,0403 4,0 0,0502 4,8 
8 X 8 121 0,00421 3,6 0,00416 2,5 0,0377 2,3 0,0485 1,2 
16 X 16 361 0,00410 0,9 0,00409 0,6 0,0371 0,5 0,0480 0,2 
32 X 32 1225 0,00407 0,2 0,00407 0,1 0,0369 0,0 0,0479 0,0 
ANALÍ'I'ICO 
0,00406 0,0369 0,0479 
(TIM)SHENKO [33]) 
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Gráfico "2l. 1 - Deslocamento transversal w no centro da placa quadrada 
simplesmente apoido nos bordos e uniformemente carregada. 
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Gráfico "ID. 2 - Momento fletor Mx = My no centro da placa quadrada 
simplesmente apoiado nos bordos e uniformemente 
carregado. 
-
Tab. VI. 2 - Valores da constante "a" para deslocamento w no centro de uma placa quadrada simples-
mente apoiada e carregada uniformemente (simetria simples) 
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL w = a si:. (SIMETRIA SIMPLES) D 
COM UTILIZAÇÃO DE ENGASTE DESLOCÂVEL COM SECCIONAMENTO DA PLACA 
MALHA 0,0 0,3 0,0 0,3 
N\'JMERO DE V = V = NÜMERO DE 
V = V = 
INCÔGNITAS % ERRO % ERRO 
INCÔGNITAS % ERRO % ERRO a a a a 
4 X 2 35 0,005130 26,3 0,004674 15,1 35 0,004649 14,5 0,004443 9,4 
8 X 4 77 0,004496 10,7 0,004333 6,7 77 0,004210 3,7 0,004162 2,5 
12 X 6 135 0,004334 6,7 0,004241 4,4 135 0,004128 1,7 0,004107 1,1 
16 X 8 209 0,004260 4,9 0,004196 3,3 209 0,004099 1,0 0,004087 0,7 
24 X 16 513 0,004161 2,5 0,004132 1,8 513 0,004075 0,4 0,004071 0,3 
32 X 24 945 0,004128 1,7 0,004110 1,2 945 - - - -
ANALÍTICO 0,004062 0,004062 
(TIMOSHENKO [ 33]) 
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Gráfico~- 3 - Deslocamento transversa I w no centro da placa quadrada 
simplesmente apoiada e carregada uniformemente 
( simetria simples). 
Tab.VI.3 - Valores da constante "a" para deslocamento w no centro de uma placa quadrada simples-
mente apoiada e carregada uniformemente (dupla simetria) 





OOM UTILIZAÇÃO DE ENG\STE DESUX'ÃVEL COM SECCIONAMENTO DA PLACA 
MALHA NllMERO DE V = o,o NllMERO DE V = 0,0 V = 0,3 
INCÕGNITAS % ERRO INCÕGNITAS a a % ERRO a % ERRO 
2 X 2 25 0,005487 35,1 25 0,004649 14,5 0,004443 9,4· 
4 X 4 49 0,004757 17,2 49 0,004210 3,7 0,004162 2,5 
8 X 8 121 0,004417 8,8 121 0,004099 1,0 0,004087 0,7 
12 X 12 225 0,004302 6,0 225 0,004079 0,5 0,004073 0,3 
16 X 16 361 0,004243 4,5 361 0,004072 0,3 0,004069 0,2 
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2x2 4x4 8x8 12 X 12 16 X 16 32 X 32 MALHA 
Gráfico YL 4 -Deslocamento transversal w no centro do placa quadrado 
simplesmente apoiado e carregado uniformemente 
( dupla simetria ) . 
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rivadas segundas, e consequentemente os momentos fletores, diveE 
gem no ponto de aplicação da carga. Assim sendo, recorreu-se a 
um resultado analítico aproximado para os momentos, substituin-
do-se a carga concentrada por uma outra distribuída sobre uma área 
reduzida concêntrica à placa e então aplicando Navier, como uma 
forma de conferência para os valores numéricos obtidos para tais 
grandezas. Ressalte-se que a área referida coincide <X>m a do ele 
mente de malha 62 x 62. 
O deslocamento transversal e os momentos fletores no 
centro da placa, ocasionados por uma carga concentrada P são da-
dos, respectivamente, pelas expressões abaixo: 
Pa 2 w = a1 
D 




Os valores de a 1 e S 1 sao comparados às soluções analí 
ticas aproximadas nas tabelas e gráficos relacionados em seguida: 
Tabela VI.4 - fornece os valores das constantes a 1 e 
S 1 para o deslocamento transversal máximo e momentos fletores ma 
ximos (ponto central A) na placa. 
Gráfico VI.5 - representa os valores das constantes a 1 
no ponto central A da placa. 
Gráfico VI.6 - representa os valores da constante S 1 
no ponto central A da placa. 
Tab. VI. 4 - Valores das constantes "a1 " e "B 1 " para deslocamento transversal e momentos fletores em uma 
placa quadrada simplesmente apoiada e carregada no centro 
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL w = Pa
2 
MOMENTO FLETOR M M S1P ª' = = D X y 
NClMERO ª' i3 1 
MALHA DE 
G.D.L. 
\) = 0,0 \) = 0,3 \) = o,o \) = 0,3 
ª1 % ERRO ª' % ERRO S 1 % ERRO S, % ERRO 
2 X 2 25 0,0250 115,5 0,0212 82,7 0,200 - 45,6 0,220 - 70,l 
4 X 4 49 0,0163 40,5 0,0154 32,7 0,239 - 35,0 0,285 - 52,4 
8 X 8 121 0,0131 12,9 0,0128 10,3 0,291 - 20,9 0,354 - 33,7 
16 X 16 361 0,0121 4,3 0,0120 3,4 0,345 - 6,2 0,426 - 14,1 
32 X 32 1225 0,0117 0,9 0,0117 0,9 0,400 8,7 0,479 0,2 
ANALITICO 0,01160 0,368 0,478 
(TIMOSHENKO [33]) (exato) (aproximado) (aproximado) 
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Gráfico~- 5 - Deslocamento transversal w no centro da placa quadrada 









Gráfico~- 6 - Momento fletor M x = My no centro da placa quadrada 
simplesmente apoiada nas bordos e carregada no centro. 
VI .2 .3 
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Placa Esconsa Simplesmente Apoiada nos Bordos e Uni-
formemente Carregada 
Não obstante as dificuldades matemáticas associadas a 
sua análise, as placas esconsas·têm sido freqtlentemente utiliza-
das em modernas estruturas [soJ. 
Usando o M.E.D. com malhas curvilíneas refinadas suces 
sivamente, efetivou-se a análise de uma placa esconsa simplesmeg 
te apoiada nos bordos (Figura VI.2), solicitada por um carregameg 
to uniformemente distribuído. 
As propriedades físicas e geométricas da placa analisa 
da sao as seguintes: 
módulo de elasticidade longitudinal: E = 2,1 X 10 6 tf/m 2 
coeficiente de Poisson V = 0,0; 0,2; 0,3 
espessura da placa h = 0,10 m 
ângulo de esconsidade C( = 60° 
dimensões a x a = 12 m X 12 m 
124 
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Fig.'lZí.. 2 - Placa escansa simplesmente apoiada. 
f verificada a convergência do deslocamento transver-
sal máximo e momentos fletores no ponto central A da placa subm~ 
tida a um carregamento uniformemente distribuído q = 0,3 tf/m 2 • 
Os resultados aqui obtidos foram comparados com os apr~ 
sentados por NÕBREGA [51], mediante a .,=nsideração de malhas oblí-
quas, com as soluções analíticas disponíveis e com os obtidos 
com o método dos elementos finitos (M.E.F.) através do programa 
ICES STRUDL II [s2]. Foram utilizados elementos finitos trian-
gulares, com três pontos nodais e nove deslocamentos. 
Segue-se a relação de tabelas e gráficos utilizados nes 
sa análise, 
Tab. VI. 5 - Deslocamento transversal "w" no centro de uma placa esconsa ( 60 °) simplesmente apoiada 
e carregada uniformemente 
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL w NO CENTRO DA PLACA (m) 
M.E.D. (com malhas arbitrárias) M.E.F. (STRUDL) DIF.FIN.CONVENCIONAIS 
!:(JÕBREQ\. [ 51 ] 
MALHA NÚMERO V = 0,0 V = 0,2 V = 0,3 NÚMERO V = 0,3 NÚMERO V = 0,3 
DE DE DE 
G.D.L. w w w % ERRO G.D.L. w % ERRO G.D.L. w % ERRO 
8 X 8 121 0,09096 0,08629 0,08133 -1,8 147 0,07884 -4,8 121 0,08064 -2,6 
10 X 10 169 0,09087 0,08651 0,08168 -1,4 243 0,07967 -3,8 169 0,08132 -1,8 
12 X 12 144 0,09078 0,08661 0,08186 -1,1 330 0,08037 -2,9 144 0,08173 -1,3 
16 X 16 361 0,09067 0,08672 0,08206 -0,9 - - - - - -
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72,5 
Gráfico~- 7 - Deslocamento transversal w no centro da placa esconsa 
uniformemente carregada. 
Tab.VI.6 - Momento fletor "M" no centro de uma placa esconsa (60°) simplesmente apoiada e carre-x 
gada uniformemente 
MOMENTO FLETOR M NO CENTRO DA PLACA (tf .m/m) 
X 
M.E.D. (com malhas arbitrárias) M.E.F. (STRUDL) DIF.FIN.CONVENCIONAIS 
(NÕBREGA [ 51]) 
MALHA NÚMERO NÚMERO 
. 
NÚMERO V = 0,0 V = 0,2 V = 0,3 V = 0,3 V = 0,3 
DE DE DE 
G.D.L. M M M % ERRO G.D.L. M % ERRO G.D.L. M % ERRO 
X X X X X 
8 X 8 121 1,117 1,384 1,515 -0,8 147 1,482 -3,0 121 1,476 -3, 4 
10 X 10 169 1,117 1,387 1,521 -0,4 243 1,483 -2,9 169 1,496 -2,1 
12 X 12 225 1,116 1,389 1,524 -0,3 330 1,496 -2,1 225 1,508 -1,3 
16 X 16 361 1,114 1,390 1,527 -0,1 - - - - - -
32 X 32 1225 1,113 1,392 1,531 -0,2 - - - - -
ANALÍTICO 
(MORLEY [ 53]) - 1,528 
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Mx, 10 (lf·m/m) 
15,5 
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Gráfico Y'.I. 8 - Momento fletor Mx no centro da placa esconsa 
uniformemente carregada. 
MALHA 
Tab.VI.7 - Momento fletor "M" no centro de uma placa esconsa (60°) simplesmente apoiada e carreg~ y 
da uniformemente 
MOMENTO FLETOR M NO CENTRO y DA PLACA 
(tf. m/m) 
M.E.D. (com malhas arbitrárias) M.E.F. (STRUDL) DIF.FIN.CONVENCIONAIS 
(NÓBREGA [51]) 
MALHA 
NÚMERO 0,0 0,2 0,3 NÚMERO 0,3 NÚMERO 0,3 V = V = V = V = V = 
DE DE DE 
G.D.L. My My My % ERRO G.D.L. My % ERRO G.D.L. My % ERRO 
8 X 8 121 1,458 1,659 1,758 1,4 147 1,702 -1,8 121 1,724 -0,5 
10 X 10 169 1,440 1,648 1,751 1,0 243 1,701 -1,8 169 1,729 -0,2 
12 X 12 144 1,428 1,641 1,746 0,7 330 1,710 -1,3 144 1,732 -0,1 
16 X 16 361 1,416 1,633 1,740 0,4 - - - - - -
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Tabela VI .5 - fornece os valores da flecha máxima da 
placa (ponto central A). 
Tabela VI.6 - fornece os valores do momento fletor Mx 
no ponto central A da placa. 
Tabela VI. 7 - fornece os valores do momento fletor M y 
no ponto central A da placa. 
b) Gráficos: 
Gráfico VI.7 - representa os valores da flecha máxima. 
Gráfico VI.8 - representa os valores do momento fletor 
Mx no ponto central A da placa. 
Gráfico VI.9 - representa os valores do momento fletor 
My no ponto central A da placa. 
VI. 2. 4 - Placa Triangular. Equilátera. Simplesmente l\poiada IDS Bor-
dos e Carregada Uniformemente 
A placa analisada em forma de um triângulo equilátero 
com os bordos simplesmente apoiados (Figura VI.3) está sujeita 
a um carregamento· uniformemente distribuído q. Com a finalidade de uti 
lizar-se a geração de malhas quadriláteras curvilíneas fornecida 
pelo programa, acresceu-se de valores mínimos (± 0,001 do compr! 
mento do lado da placa) a ordenada y = O do vértice O da placa, 
assimilando o seu contorno a um polígono. 
Também, neste caso, considerou-se a discretização da 
placa inteira, além dos casos de simetria. Devido à simetria em 
b 
1 
1. o .1 
(o) Simetria simples por secciona-





.....__ t.,/ OESLOCAVEL 
o 
( b) Simetria simples com utilização 
de engaste deslocável. 
(c) Dupla simetria por seccionamento do placa 
Figuro "21·3 
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relação ao eixo x, analisou-se o triângulo retângulo pelos pro-
cessos indicados nas Figuras IV.3a e IV.3b. Ainda face â sime-
tria, considerou-se apenas um terço da placa (Figura IV.3c), evi 
tando-se deste modo a aproximação de sua forma geométrica. 
Seguem-se os valores das propriedades físicas e geomé-
tricas da placa analisada. 
Rigidez à flexão D = 
Coeficiente de Poisson v 
Altura do triângulo a 
Comprimento do lado b 
12 (1-v 2 ) 
(E: m5dulo de elasticidade; 
h: espessura da placa) 
são adotados os valores O, O e O, 3 para o coeficiente de Poisson v. 
A solução para o problema em questão apresenta a fle-





= M = 82 qa 2 . y 
Os valores exatos [33] e os obtidos através do M.E .D. 
para as constantes a2 e 8 2 são apresentados e comparados nas ta-
belas e gráficos seguintes: 
a) Tabelas: 
Tabela VI. 8 - fornece os valores das constantes a 2 e 
no ponto central A da placa. 
Tabela VI. 9 - fornece os valores da oonstante a 2 no po!!_ 
to A considerando-se metade da placa original. 
Tab.VI.8 - Valores das constantes "a 2 " e "13 2 " para deslocamento transversal e momentos fletores em 
uma placa triangular equilátera simplesmente apoiada e carregada uniformemente 
DESL. TRANSVERSAL w = ª2 
qa~· 
MOMENTO FLETOR M = S,qa 2 MOMENTO FLETOR M = 132qa2 D X y 
NÜMERO a2 13 2 13 2 
MALHA DE 





% /3 2 % /3 2 
% a 2 ERRO a 2 ERRO ERRO ERRO ERRO ERRO 
9 X 4 84 0,0006336 9,5 0,0006176 6,7 0,01489 7,2 0,01890 4,7 0,01520 9,4 0,01889 4,6 
12 X 8 165 0,0006014 3,9 0,0005958 2,9 0,01426 2,7 0,01838 1,8 0,01430 2,9 0,01839 1,9 
15 X 16 342 0,0005903 2,0 0,0005878 1,6 0,01405 1,1 0,01821 0,9 0,01410 1,5 0,01824 1,0 
24 X 24 729 0,0005853 1,1 0,0005842 0,9 0,01398 0,6 0,01815 0,5 0,01400 0,8 0,01816 0,6 
30 X 32 1155 0,0005837 0,9 0,0005830 0,7 0,01396 0,5 0,01813 0,4 0,01397 0,6 0,01813 0,4 
ANALÍTICO 
0,0005787 0,01389 0,01805 0,01389 0,01805 
(TIM)SHENKO [33]) 
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Gráfico 1lf.10 - Deslocamento transversal w no centro da placa triangular 
uniformemente carregada. 
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Gráfico 1ZI. llo - Momento fletor Mx no centro da placa triangular 
uniformemente carregada. 
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Gráfico 1ll.11 b • Momento fletor My no centro da placa triangular 
uniformemente carregada. 
Tab.VI.9 - Valores da constante "a 2 " para deslocamento w no centro de uma placa triangular equil~ 
tera simplesmente apoiada e carregada uniformemente (simetria simples) 
4 
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL w = CJ.2 q; (SIMETRIA SIMPLES) 
COM UTILIZAÇÃO DE ENGASTE DESLOCÃVEL COM SECCIONAMENTO DA PLACA 
MALHA NÜMERO DE v=O,O v=0,3 NÜMERO DE 
v=O,O v=0,3 
INCÓGNITAS CJ.2 % CJ.2 % INCÓGNITAS a 2 % Cl z % 
ERRO ERRO ERRO ERRO 
9 X 4 84 0,0006368 10,0 0,0006148 6,2 84 0,0006040 4,4 0,0005965 3,1 
12 X 8 165 0,0006121 5,8 0,0006020 4,0 165 0,0005924 2,4 0,0005890 1,8 
12 X 12 225 0,0006046 4,5 0,0005973 3,2 225 0,0005906 2,0 0,0005877 1,5 
15 X 16 342 0,0005985 3,4 0,0005934 2,5 342 0,0005877 1,5 0,0005858 1,2 
24 X 24 729 0,0005914 2,2 0,0005885 1,7 729 0,0005840 0,9 0,0005832 0,8 
32 X 32 1225 0,0005886 1,7 0,0005860 1,3 - - - - -
ANALfTICO 
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Gráfico~-12 -Deslocamento transversal w no centro da placa triangular 
equilátero simplesmente apoiada e carregada uniformemente 
( simetria simples). 
Tab. VI. 10 - Valores da constante "a 2 " para o deslocarrento w no centro de uma placa triangular simple~ 
mente apoiada e carregada uniformemente (dupla simetria) 
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL w = Cl 2 
qa" (DUPLA SIMETRIA) ]) 
COM SECCIONAMENTO DA PLACA 
MALHA 
v = 0,0 0,3 NÚMERO \) = DE 
INCÓGNITAS a2 % ERRO a2 % ERRO 
4 x 4 49 0,0005830 0,7 0,0005792 0,1 
8 X 8 121 0,0005858 1,2 0,0005909 2,1 
12 X 12 225 0,0005862 1,3 0,0005934 2,5 
16 X 16 361 0,0005866 1,4 0,0005946 2,7 
20 X 20 529 0,0005869 1,4 0,0005954 2,9 
24 X 24 729 0,0005872 1,5 0,0005959 3,0 
ANALÍTICO 
(TIMOSHENKO [33]) 0,0005787 0,0005787 
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Gráfico 1ZI. 13 - Deslocamento transversal '(I no centro da placa triôngular 
equilátero simplesmente apoida nos bordos e carregada 
uniformemente (-dupla 'simetria). 
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Tabela VI. 10 - fornece os valores da constante a 2 no ponto 
A considerando-se um terço da placa original. 
b) Gráficos: 
Gráfico VI .10 - representa os valores da constante a 2 
no ponto central A. 
Gráfico VI .11 - representa os valores da constante S 2 
no ponto central A. 
Gráfico VI .12 - representa os valores da constante a 2 
no ponto A, considerando-se metade da placa original. 
Gráfico VI .13 - representa os valores da constante S 2 
no ponto A, considerando-se um terço da placa original. 
VI.3 - Análise dos Resultados 
VI.3.1 - Considerações Gerais 
Analisam-se neste item os resultados .apresentados nes 
te trabalho, através da formulação do M.E.D. com malhas arbitrá-
rias, procedendo-se à comparação destes com soluções analíticas 
e, eventualmente, com outras provenientes de técnicas numéricas 
diferentes. 
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VI.3.2 - Placa Quadrada Simplesmente Apoiada nos Bordos e Carre-
gada Uniformemente 
Observando a Tabela VI.l e os Gráficos VI.l e VI.2 con 
clui-se que o M.E.D. com malhas arbitrárias conduz a resultados 
com excelente concordância em relação aos obtidos por TIM)SHENKO, 
no estudo desse problema clássico. 
A convergência para o deslocamento transversal e para 
os momentos fletores no centro da placa ocorre para valores sup~ 
riores. Constata-se que os resultados obtidos mesmo com uma ma-
lha grosseira 4 x 4 podem ser considerados bons. 
Observa-se ainda que os valores obtidos, tanto para fle 
chas como para momentos fletores, utilizando-se coeficiente de 
Poisson v = O, 3 são melhores do que aqueles alcançados com v = 0,0. 
Nas Tabelas VI.2 e VI.3 estão relacionados os resulta-
dos obtidos para o deslocamento transversal no centro da placa, 
considerando-se simples e dupla simetria, respectivamente. Pode-
se verificar que os valores advindos da discretização de um dos 
setores simétricos delimitados por planos de simetria (secciona-
mento da placa) são melhores do que aqueles provenientes de uma 
estrutura substituta da placa original (utilização de engaste 
deslocável), embora esteja envolvido em ambos os casos o mesmo 
numero de incógnitas. Tal fato se deve âs razões já apresenta-
das no capítulo anterior. 
Os Gráficos VI.3 e VI.4 comparam as curvas da variação 
do deslocamento transversal no centro da placa com o refinamento 
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da malha, mediante a consideração dos casos de simples e dupla 
simetria, respectivamente, pelos dois processos citados. Os gri 
ficas revelam uma Ótima convergência dos valores para a solução 
analítica, sendo naturalmente.melhores aqueles obtidos quando da 
discretização de apenas um quarto da placa (dupla simetria). 
Em todos os casos considerados no estudo da placa qua-
drada, constata-se uma convergência monotônica dos resultados p~ 
ra a solução analítica. 
VI.3.3 - Placa Quadrada. Simplesmente Apoiada.e Carregada no Cen-
tro 
No Gráfico VI.5 nota-se claramente uma ótima convergeg 
eia para a solução analítica [33], do deslocamento transversal 
no centro da placa. Considerando-se os momentos fletores máxi-
mos, representados no Gráfico VI.6, constata-se uma boa concor-
dância com os valores estimados analiticamente (de forma aproxi-
mada), utilizando-se a solução em série de Navier para um carre-
gamento distribuído (de resultante P) numa pequena região quadr~ 
da concêntrica à placa. 
A convergência para a flecha e para os momentos fleto-
res no centro da placa ocorre para valores superiores. 
VI. 3. 4 - Placa Esconsa. (60 °) Simplesmente· Apoiada nos Bordos e 
Uniformemente Carregada 
O exame das Tabelas VI.5 a VI.7 e dos Gráficos VI.7 a 
VI.9 permite constatar uma melhor aproximação nos valores prove-
144 
nientes da utilização do M.E.D. com malhas arbitrárias. Nota-se 
claramente que esses resultados sao bem melhores do que os canse 
guidos com o método dos elementos finitos (M.E .F.) através do 
programa STRUDLII, além de exigirem um menor número de graus de 
liberdade para um mesmo intervalo de malha. Os resultados obti-
dos por NÕBREGA utilizando diferenças finitas convencionais sao 
também mais precisos do que os do M.E.F. acima referidos, porém 
menos precisos em relação àqueles conseguidos através do M.E.D. 
Observa-se que o valor para a flecha central alcançado com dife-
renças finitas convencionais na malha oblíqua 10 x 10 e equivale!! 
te ao resultado de uma arbitrária 8 x 8 no M.E.D. 
Verifica-se ainda.que, nas curvas de momentos fletores 
máximos (Gráficos VI.8 e VI.9)., a discrepância entre os valores 
obtidos com o M.E.D. e os demais métodos se acentua ainda mais. 
A convergência dos valores provenientes .da· utilização 
de malhas cu.rvilíneas (M.E .D.) é bem mais rápida do que a com m~ 
lhas oblíquas (NÕBREGA). Esta perda de eficiência por parte dos 
resultados de NÕBREGA se deve, sobretudo, à falta de um sistema 
local ortogonal para os pontos nodais da malha. 
De um modo geral, pode-se dizer que as melhores solu-
çoes sao obtidas com o M.E.D., através da utilização· de malhas 
arbitrárias, as quais convergem monotônicamente. Importante e 
ressaltar que os resultados são muito bons apesar da distorção 
considerável da malha, nas proximidades do canto esconso. 
E ainda interessante estabelecer uma.confrontação en-
tre a convergência dos resultados da placa esconsa com a dos va-
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lores alcançados para a placa quadrada. Constata-se que os val~ 
res de flecha e momentos fletores centrais convergem mais rapid~ 
mente na placa ortogonal do que na esconsa. 
VI. 3. 5 - Placa Triangular. Equilátera. Simplesmente Aµ>iada IDS Bor-
dos e Carregada no Centro 
O exame do Gráfico VI.8 revela uma boa convergência do 
deslocamento transversal no centro da placa para a solução analf 
tica [33]. Novamente, verificam-se melhores resultados com a 
adoção do coeficiente de Poisson v = 0,3. 
Nos Gráficos VI.9 e VI.10 pode-se observar uma rápida 
convergência dos resultados de momentos fletores, para os analí-
ticos [33]. Verifica-se que, a partir da malha 12·xl8, as cur-
vas permanecem quase horizontais tanto para v = O, O como .. para 
v = 0,3. A convergência para flechas e momentos fletores, no 
centro da placa, é monotônica e se dá para valores superiores. 
O Gráfico VI.11 apresenta as curvas de variação da fle 
cha central com o refinamento da malha, considerando-se a sime-
tria simples pelos processos descritos no. capítulo anterior. Cons 
tata-se que os melhores resultados são os provenientes da discre 
tização de metade da placa (triângulo retângulo), sem a utiliza-
ção de engastes deslocáveis. A discrepância entre os valores ob 
tidos com os dois processos é de aproximadamente 3%. Pode-se di 
zer que os resultados alcançados com a consideração dá simetria 
simples são bons, porém piores do que aqueles conseguidos com a 
discretização da placa inteira. Tal fato pode ser explicado pe-
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la maior distorção da malha nas proximidades do vértice O da pla 
ca triangular. 
Finalmente avaliam-se, através do Gráfico VI.12, os v~ 
lores de flecha máxima para o caso de dupla simetria (discretiz~ 
çao de um terço da placa). Devido às constatações nos resulta-
dos anteriores, procurou-se avaliar aqui somente a discretização 
simples de um terço da placa (dupla simetria), sem se recorrer 
a uma estrutura substituta. Os resultados para.flecha central 
podem ser considerados satisfatórios, mesmo com uma notória redu 
ção.no número de incógnitas. Porém, este tipo de .discretização 
proporcionou resultados não tão bons quanto os obtidos na consi-
deração da simetria simples. Sabe-se ser aqui desnecessária a 
aproximação da forma geométrica da placa, para a geração da ma-
lha. Entretanto, devido à esconsidade do polígono discreti.zado 
(um terço da placa), os resultados alcançados para flecha máxima 





VII.l - Introdução 
Reportando-se ao conteúdo .. dos capítulos precedentes, 
e com base na bibliografia consultada, sao apresentados comentá-
rios com caráter de conclusões gerais. Da mesma forma, conscien 
tizando-se da importância do assunto abordado dentro da análise 
estrutural, são sugeridos estudos adicionais e idéias para pros-
seguimento da presente pesquisa. 
VII.2 - Conclusões 
As diferenças finitas vem ultimamente assimilando .ca-
racterísticas importantes da formulação do método .dos elementos 
finitos, de modo a suprir muitas de suas deficiências e limita-
çoes. Pode-se dizer que o método das diferenças finitas encon-
trou na aproximação variacional do método dos elementos finitos 
uma maneira de gerarem-se equações simétricas, o análogo discre-
to de um sistema de equaçoes diferenciais auto-adjuntas, além 
de superados outros aspectos que tenham impedido por certo tempo 
o seu desenvolvimento e expansão. 
O método apresentado propoe a extensão do campo de apl~ 
caçao das diferenças finitas energéticas através da inclusão de 
modelos isoparamétricos curvos. O procedimento adotado possibi-
lita abranger-se uma variedade de problemas de flexão de placas 
com diferentes formas, condições de contorno e carregamento. 
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O modelo flexível referido é um eficiente instrumento 
numérico de representação das equações diferenciais parciais em 
regiões de contornos irregulares possíveis de serem discretiza-
das através de malhas quadriláteras adequadas. Sendo esta apro-
ximação uma extensão natural da metodologia clássica de diferen-
ças finitas, muitas de suas idéias e procedimentos puderam ser 
utilizados juntamente com a malha flexível. 
O erro de discretização relativo a aproximações dife-
renciais em malhas flexíveis distribui-se por toda a região ana-
lisada, evitando-se assim a sua concentração nas proximidades de 
bordos curvos. Tal fato decorre do espalhamento da distorção. por 
sobre todas as células da malha, como se mostra na Figura I.4. 
Uma vantagem imediata proveniente da natureza variacio 
nal da formulação apresentada é permitir que sejam prescritas ap~ 
nas as condições de contorno geométricas. Esta facilidade de con-
sideração das condições de bordo torna a referida formulação su-
perior à clássica de diferenças finitas. Além do mais, por en-
volver derivadas de ordem inferior, possibilita obterem~se resul 
tados com menor erro de discretização. 
Esse procedimento se distingue também do método.das di 
ferenças finitas por ser numericamente estável, uma vez que a ma 
triz dos coeficientes de suas equaçoes algébricas é positiva-de 
finida. 
A utilização do método energético de diferenças fini-
tas com malhas arbitrárias na análise linear de placas demonstra 
que os resultados obtidos para deslocamento transversal e momen-
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to fletor alcançam urna ótima concordância com as soluções analí-
ticas e outras numéricas existentes. Ressalte-se ainda que as 
soluções conseguidas podem ser consideradas satisfatórias mesmo 
com malhas não muito refinadas. 
Verificou-se que no método energético de diferenças f! 
nitas, para um espaçamento constante de malha, as equações algé-
bricas associadas as derivadas dos deslocamentos dos pontos no-
dais no funcional de energia correspondem às equações de Euler 
do problema variacional na forma finita. 
Por razoes já mencionadas de similaridades de formula-
çoes, procurou-se apresentar este novo procedimento em uma linha 
semelhante à do método dos elementos finitos, seguindo-se as me~ 
mas etapas de análise estrutural. Objetivou-se com isto aprove! 
tara experiência acumulada na sistematização, além de uma maior 
facilidade de compreensão. 
Face a diversificação dos sistemas de computação, nao 
se procurou estimar o tempo necessário para a execução do progr~ 
ma, e assim estabelecer comparaçoes. No entanto segundo BUSHNELL 
[ 7 J, em geral o tempo computacional exigido na formação de ma-
trizes globais é duas a seis vezes maior no método dos elementos 
finitos do que no método energético de diferenças finitas, cons! 
derando-se o mesmo número de pontos nodais. Isto se deve princ! 
palmente à necessária consideração de apenas um ponto nodal para 
a avaliação da densidade de energia em um modelo no método ener-
gético de diferenças finitas, enquanto que no método dos elemen-
tos finitos são necessários mais pontos de integração de Gauss 
em cada elemento. Uma vez que o método proposto envolve a trans 
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formação de coordenadas corno um passo adicional ao procedimento 
usual do método energético de diferenças finitas, o tempo compu-
tacional que lhe é relativo é ligeiramente maior. 
De acordo com FREY [25], o erro de truncamento local 
depende da distorção, sendo mínimo no caso de urna configuração 
quadrada (não distorcida). GORDON e HALL [49] estimam um erro 
de discretização da· ordem O(yh·h 2 ) 'para funções, quando se utilizam 
elementos isopararnétricos Lagrangianos. Utilizando-se esquemas 
de diferenças finitas centrais na diferenciação destas funções, 
obtêm-se erros de truncamento da ordem O(h 2 ). 
As propriedades de convergência dependem obviamente de 
cada caso analisado. Entretanto, pode-se ·afirmar, em caráter g~ 
ral, que no caso de convergência rnonotônica, segundo a extrapol~ 
ção introduzida por RICHARDSON [54], esperam-se taxas da ordem 
O (y~ h 2). Isto quer dizer que o erro associado aos deslocamentos 
. i . 
transversais reduz-se de 4 . Yh, quando se considera rretade do 
espaçamento de malha. Ressalte-se [ 7 J que estas propriedades 
não diferem muito em relação ao método energético de diferenças 
finitas e ao método dos elementos finitos. 
Durante o desenvolvimento do programa corrputacional, pr~ 
curou-se minimizar o consumo de memória. A utilização do arrnaz~ 
narnento vetorial da matriz de rigidez resultou em um consumo mui 
to baixo de memória. 
Por considerar esquemas de diferenças finitas centrais, 
a presente formulação recorreu à utilização de nós fictícios fo-
ra do domínio (fechado) da estrutura. BUSHNELL, ALMlüI'H e BROGAN 
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[ 8 J compararam modelos de diferenças finitas providos de pon-
tos fictícios com outros em que estes se excluem. Verificaram, 
então, que as soluções incluindo tais pontos adicionais tendem a 
convergir mais rapidamente à medida em que se refina a malha. Po 
rém, observaram que a consideração destes pontos ocasiona resul-
tados imprecisos em análises envolvendo problemas de auto-valores. 
No caso em estudo, o domínio (fechado) é discretizado 
por nos possuindo apenas·um grau de liberdade ou seja, o desloca 
mento transversal. Obtém-se assim uma equação por.ponto nodal, 
o que torna vantajosa a eliminação dos deslocamentos nodais res-
tringidos mediante a supressão de linhas· e colunas das equações 
algébricas correspondentes. Diferentemente, no método dos ele-
mentos finitos são exigidos três graus de liberdade por no (um 
deslocamento transversal e duas rotações). 
Em geral, uma série de problemas envolvendo uma varie-
dade de diferentes tipos de geometrias irregulares e mesmas equ~ 
çoes diferenciais parciais tem sido mais convenientemente solu-
cionados pelo método dos elementos finitos. teste provavelmen-
te, mais do que qualquer outro, o fato responsável pelo amplo e 
corrente interesse em relação ao método dos elementos finitos na 
análise e projeto estrutural. 
Importante é mencionar as limitações do método expos-
to. Sob um ponto de vista prático; o método dos elementos fini 
tos apresenta vantagens face ao novo procedimento, no que se re-
fere ao tratamento de variações bruscas de propriedades físicas 
e geométricas, e das descontinuidades. 
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r de se notar, a este ponto, que o método energético de 
diferenças finitas com malhas arbitrárias tende a tornar-se com-
petitivo com o método dos elementos finitos em termos degenera-
lidade, e, a partir de comparações preliminares, apresenta-se mais 
eficiente computacionalmente. 
balho: 
Seguem-se algumas sugestões para oontinuidade deste tra-
utilização de diferenças progressivas e regressivas 
em pontos nodais situados no contorno, evitando-se 
desta forma a existência daqueles fora ao dominio (fe-
chado) da estrutura. Isto facilitaria muito a auto-
matização, considerando-se a estrutura do 
computacional elaborado. 
programa 
- análise de placas com bordos curvos usando o método 
exposto. 
- consideração de diferentes áreas de integração para 
o cômputo das duas formas de energia: flexão e tor-
çao. Sugere-se que a energia de flexão seja avalia-
da utilizando-se os mesmos pontos nodais do modelo 
apresentado neste trabalho, porém que, para a ener-
gia de torção, seja adotado um esquema reduzido con-
sistindo de uma célula da malha. 
isso, uma melhor aproximação. 
Objetiva-se, com 
- pesquisa de vários modelos ("elementos") de diferen-
ças finitas e tentativas no sentido de estabelecer a 
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formulação do método energético de diferenças fini-
tas em bases matemáticas mais sólidas. 
implementação de um programa computacional visando a 
comparação de formulações, métodos de implementação, 
tempo computacional e taxas de convergência, utili-
zando-se vários modelos de diferenças finitas e ele-
mentos finitos. Tais modelos devem ser todos sedi-
mentados em princípios de energia e no rrétodo dos des-
locamentos, ou então no princípio da energia poten-
cial total mínima. Importante é considerar que de-
terminadas subrotinas devem ser estruturadas de modo 
a incluir tais formulações, constituindo um programa 
único. 
- análise de associação de placas. 
- extensão do método apresentado a problemas de campo, 
torção, cascas finas, etc. 
extensão da formulação para problemas nao lineares e 
de análise dinâmica. 
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APÉ!NDICE 
FLUXOGRAMAS SIMPLIFICADOS DO PROGRAMA COMPUTACIONAL 
são apresentados, neste capítulo, fluxogramas simplifi-
cados do programa elaborado neste trabalho. As subrotinas e ar-
quivos aqui referidos são descritos detalhadamente no Capítulo V. 
Segue-se a relação de variáveis indicadas nos fluxogra 
mas. 
HED - título do programa. 
NDX - número de divisões da malha na direção do eixo de coor 
denadas x. 
NDY - número de divisões da malha na direção do eixo de coor 
denadas y. 
NLCASE - número de casos de carregamento. 
MODEX - código de verificação/execução. 




- número de nós da malha na direção do eixo de coordena-
das y. 
- número de pontos nodais da malha. 
163 
NUME - número de elementos da malha. 
NDEELM número de deslocamentos do elemento. 
SK - matriz de rigidez do elemento. 
B 
D 
matriz que relaciona as deformações generalizadas aos 
deslocamentos transversais dos pontos nodais do elemen 
to. 
- matriz de elasticidade. 
AREA(N) - área do elemento N. 
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INÍCIO 
LÊ O PRÓXIMO CASO 
DA AN LISEr-------'--------, 
LEITURA DAS CARACTERÍSTICAS 
FÍSICAS E GEOMÉTRICAS OA PLACA. 
LEITURA DE DADOS RELATIVOS A 
PONTOS NODAIS ( COOROENAOAS 
E CONDIÇÕES DE CONTORNO). GE-
RAÇÃO DA MALHA. MONTAGEM DO 
ARRANJO 10. 
LEITURA, GERAÇÃO E IMPRESSÃO 
DE DADOS DE CARREGAMENTO. 
MONTAGEM DO VETOR DE CARGA 
PARA CADA CASO DE CARREGA· 
MENTO. 
LEITURA OE DADOS RELATIVOS 
A ELEMENTOS E MONTAGEM DA 
MATRIZ OE RIGIDEZ DA 
ESTRUTURA. 
RESOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES 
PARA CADA CASO DE 
CARREGAMENTO 
LEITURA DO VETOR DE CAR-
GAS E CÁLCULO DOS DESLOCA-
MENTOS TRANSVERSAIS DOS 
PONTOS NODAIS. 
LEITURA DE DADOS RELATIVOS 
AOS ELEMENTOS E CÁLCULO DOS 14----l 






Fluxograma 1 - Etapas envolvidas no programo computacional. 
START 











N, 11 NUME 
ELEMNT COLHT 
1---< I 1, 2, (NXX-1) ">------------------
Jl' 2,(NYY-1) 
IARQ RIGIO REOUCT 
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COLSOL 








Fluxogromo 2 - Sequência de subrotinas e arquivos que constitem 
o programo. 
INÍCIO 





OB = OB + O. B - - --
1S7 
SK- SK + BT. oe. AREA (N) - - - -
FIM 
Fluxograma 3 - Subrotina RIGI D para obtenção da matriz de 
rigidez do elemento. 
